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Resumen

En este trabajo se presenta un método poco conocido en la solucién de ecuaciones
diferenciales de primer orden a nivel de pregrado y su posible incorporacién
o discusién en los microcurriculos correspondientes. El método en cuestién se
fundamenta en el estudio de las transformaciones puntuales y su efecto sobre las
ecuaciones diferenciales. En particular serdn de interés aquellas transformaciones
que dejen invariante la ecuacién diferencial, pues permiten la construccién de
un sistema de coordenadas en las cuales la ecuacién diferencial sea separable.
Cabe resaltar que aquellas ecuaciones que generalmente se abordan en cursos de
pregrado (Lineal, homogénea, Bernoulli, exactas y de factores integrantes) son
susceptibles de ser abordadas con esta técnica. Para lo anterior, se abordan los
fundamentos bdsicos del método y se expone mediante ejemplos su aplicacién.
Por dltimo se hacen algunas observaciones sobre coémo podria implementarse
en un curso regular de ecuaciones diferenciales ordinarias en programas de
matemadticas o ingenieria.
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Abstract

In this paper a littleknown method is presented in the solution of first-order
differential equations at the undergraduate level and its possible incorporation
or discussion in the corresponding microcurriculum. The method in question
is based on the study of point transformations and their effect on differential
equations. In particular, those transformations that leave the differential equation
invariant will be of interest, since they allow the construction of a coordinate
system in which the differential equation is separable. It should be noted that
those equations that are generally addressed in undergraduate courses (Linear,
homogeneous, Bernoulli, exact and integrating factors) are likely to be addressed
with this technique. For the above, the basic foundations of the method are
addressed, and its application is explained by examples. Finally, some observations
are made on how it could be implemented in a regular course of differential
equations for mathematics or engineering programs.
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I. INTRODUCCION

El estudio de las ecuaciones diferenciales surge de manera natural con la
aparicién del cdlculo diferencial e integral, estas ecuaciones han servido para
el modelamiento de diversos fenémenos como el crecimiento de poblaciones,
desarrollo de reacciones quimicas, vibraciones libres y forzadas son solo algunos
ejemplos. Habitualmente la aproximacién analitica en la ensefanza de las
ecuaciones diferenciales de primer orden se replica semestre a semestre como una
sucesion de técnicas para cada clase de ecuacién diferencial. Las lineales con su
factor integrante, las homogéneas y de Bernoulli con su sustitucién especial, etc.
El matemdtico noruego Sophus Lie logré relacionar esta drea con los trabajos
de Evarist Galois en la solucién de ecuaciones algebraicas. Entre los resultados
mas relevantes de Lie, esta el haber identificado la invariacién de una EDO de
primer orden bajo un grupo de simetrias como una condicién para su solucién
en términos de cuadraturas. Lo anterior, permite abordar la mayoria de EDO’s
que se estudian en un curso regular de ecuaciones diferenciales, desde una mirada
unificadora, que recoge bajo la caracteristica de la invariacién ecuaciones que
histéricamente se fueron resolviendo bajo diferentes heuristicas sin una aparente
relacién conceptual entre ellas (Ortiz, 2012).

A pesar de que esta teoria se aborda a nivel de maestria y doctorado en programas
muy especificos de matemdtica, puede ser considerada como una alternativa para
la ensefianza en cursos de pregrado, respetando claro estd las realidades sobre las
competencias matemdticas observadas a este nivel.

En el desarrollo se presenta inicialmente un a discusién sobre los fundamentos
teéricos del método. Luego, se ilustra el método mediante la solucién de varias
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO’s) de primer orden. Por dltimo se

presentan conclusiones y observaciones sobre la posible utilizacién de esta técnica
en cursos de pregrado.

II. CONCEPTOS TEORICOS
2.1. Conceptos tedricos bisicos

2.1.1 Invariacién de una funcidn.
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Una ecuacién diferencial de primer orden f(x,»,)")=0 es invariante bajo un
grupo de simetrias de la forma:

xl zq)('xﬁy’a)’ y1:¢(xay7a)a
G

Vi=0(x, 3,y a)=
dx, (1)

(donde a toma valores en los reales), si . Lo anterior es equivalente a la condicién

df (x;,»,,)',)=0. ()

Es posible demostrar que la ecuacién (2) es a su vez equivalente a la ecuacién (3)

(1],

Sfo+nf,+,+, =)y =&,0)) f, =0 3)
donde,

_Op _0¢
g(x’y)_£a20’ 77(%)’)—%0[:0 (4)

2.1.2 Generadores infinitesimales. A todo grupo uniparamétrico de
transformaciones de la forma (1) estdn asociados generadores o simetrias
infinitesimales dados por (4) si se imponen condiciones de diferenciabilidad
adecuadas a las funciones que intervienen [2,6].

2.1.3 Coordenadas canénicas. Si una ecuacién diferencial ordinaria de primer
orden es invariante bajo un grupo de transformaciones uniparamétrico, entonces
existen coordenadas candénicas que permiten transformar dicha ecuacién
diferencial en una de variables separables [3].

Primero debe observarse que una EDO de variables separables de la forma

dy . . . .
d—:’ = h(x) es invariante bajo el grupo de traslacion x;, =x y y, =y +a
» .
En estas nuevas coordenadas, obtenemos de nuevo 21 — hix,) -
dx
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2.1.4 Teorema

Sean (X(x,¥) ,¥(x,¥)) nuevas coordenadas que transforman una EDO de primer
orden invariante bajo un grupo de transformaciones a un pardmetro, con generadores
infinitesimales &y 1. Para que la ecuacion asi transformada sea de variables
separables, es decir para que sea invariante bajo el grupo de traslacion paralela al eje
x, debe cumplirse

X, +nX, =0,
Y +nY, =1 )

La solucién de estas dos ecuaciones proporciona las coordenadas buscadas X
y Y a las cuales se les conoce como coordenadas canénicas. En estas nuevas
coordenadas se obtiene como ecuacién transformada

d¥

— = g(X.Y) (6)

dX

Donde g(X,Y) debe identificarse para cada ecuacion diferencial a resolver.
III.  APLICACION DEL METODO

En resumen, Si una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es invariante
bajo un grupo de transformaciones uniparamétrico, entonces es posible construir
un cambio de coordenadas bajo los cuales la ecuacién diferencial se transforme
en una de variables separables. Dichas coordenadas dependen también de los
generadores infinitesimales [4].

Ejemplo 1:
Para ilustrar el método se empezard con el estudio de la solucién de una ecuacién

lineal. Aunque la solucién tradicional es conocida, nos aportard en la comprensién
de la técnica. En un trabajo anterior [1] de esta misma autoria, para la ecuacién
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3
yi—y=e
X se obtuvo:
3 x
fx = _;Ty_e
3
fy T x
-
’ X 3
y=e' -=y
X

Suponiendo & =0, la ecuacién (3) se reduce a:

3 .3
n—+n.+n,(e——)y=0
X X

Ba

Asumiendo 77, = 0, se obtiene: 77 = e~

luego, un grupo bajo el cual es invariante esta ecuacién diferencial estd

determinado por los generadores:
3

—[Zdx \
5 = O y 77 =e * = x_ +c

Ahora bien, para estos generadores, la condicién (5) puede escribirse como
0X, +(x7)X, =0,

0Y, +nY, =1.

Lo que conduce a las coordenadas canénicas
X=x

Y =x3y

bl

En estas coordenadas

d 3 d 3
r. =3x“y+—x°
dX dx 5
dy 1dv 3
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Remplazando en la ecuacién a resolver obtenemos la ecuacién separable en las
nuevas variables

ay
dx

con solucién

.’YEE"\ }

Y=e*(X*-3X"+6X—-6)+C ,

en las variables originales la solucién general es

xly=e*(x*—-3x*+6x—6)+C ,

En [1] se hace una descripcién de programas especializados para el cédlculo de
los generadores infinitesimales de EDO’s de diferente orden tanto ordinarias
como parciales. En este mismo trabajo se hallan con el programa LIE 5.1 los
generadores infinitesimales de la ecuacién de Bernoulli que sirve como siguiente
ejemplo.

Ejemplo 2: Ecuacién de Bernoulli

d
Para la ecuacién de Bernoulli: 2xy —y + 2y2 +3x =0, (9)
dx
se obtuvieron tres vectores:
1 0 0 x O
v, =———, V,=—Xx—+——,

0 0

Cada vector obtenido tiene la forma v, =—+n—.

o)

Para v, se identifican los generadores & =0

42



V Encuentro Internacional sobre
la Ensefianza de las Ciencias Exactas y Naturales

Integracion de las Ciencias
y la Tecnologia como Tendencia Educativa

dy 3
Y a la ecuacién transformada en las nuevas variables o = EX =

con solucién general en las variables originales —

Identificaciéon de los generadores infinitesimales

Como ya se ha discutido en [1] la identificacidn de los generadores infinitesimales
es el paso critico en el procedimiento de solucién. Para una ecuacién diferencial
dada la ecuacién de invariacién (3) requiere para su solucién diversas heuristicas,
que podrian desanimar en cuanto al uso de esta técnica. Si embargo, como es
habitual en la ensefianza de las integrales y las transformadas de Laplace, el uso de
tablas es un camino alternativo de ficil manejo. Por ejemplo, en [3] se incluyen
tablas en las cuales se presentan generadores infinitesimales para algunas familias
generales de ecuaciones diferenciales junto con sus respectivas coordenadas
candnicas [3].

Hereman hace una clasificacién extensiva de los paquetes computacionales
especializados en el cdlculo de simetrias, [5], teniendo en cuenta los alcances de
cada uno de ellos en el cdlculo de simetrias puntuales (las que hemos analizado),
generalizadas y no cldsicas, de si resuelven o reducen el sistema determinante o si
permiten o no interactuar con el usuario.

Teniendo en cuenta lo anteriormente expuesto, se propone el siguiente
procedimiento alternativo para el estudio y ensefianza de solucién de EDO’s de
primer orden invariantes bajo grupos de simetrias puntuales o transformaciones

uniparamétricas.

¢ Plantear la ecuacién de invariacidon.
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* Identificar § y n que verifiquen la ecuacién anterior (tablas, software
especializado o de manera analitica)

e Construir coordenadas canénicas

* Encontrar la ecuacién separable en las nuevas coordenadas y resolverla

* Identificar la solucién general en las variables originales.

IV. CONCLUSIONES

El método de los grupos de Lie o de simetrias infinitesimales se constituye en
un concepto unificador en la teorfa de solucién de las ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden.

Aunque aquellas ecuaciones que no presenten este tipo de invariacién bajo los
grupos de transformaciones uniparamétricos no son susceptibles de ser abordados
con esta metodologfa, si lo son de las que conocemos su solucién por los métodos
tradicionales.

Las dificultades intrinsecas en la aplicacién del método de coordenadas canénicas,
como son la solucién de la condicién de invariacién y la condicién para el cdlculo
de dichas coordenadas, pueden obviarse para la ensefianza mediante el uso de
tablas de EDO?s, generadores y coordenadas canénicas, previamente desarrolladas
por diversos autores o mediante el uso de software especializado.

Para nosotros como docentes en esta drea particular de la matemadtica es importante
reconocer la invarjacién de las EDO’s de primer orden bajo grupos de simetria
a un pardmetro como el elemento en comun de las EDO’s de solucién conocida
consideradas en los cursos regulares de pregrado.
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