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Resumen

La tecnologia, como mediadora para la representacién de conceptos matemdticos,
ha sido un tema preponderante en el campo de la educacién matemdtica durante
los tltimos afios. En este trabajo se disefié e implementd una estrategia para
el aprendizaje del concepto de funcién haciendo uso del software GeoGebra
con estudiantes de grado décimo de una institucién educativa de Colombia. Se
realizé un test inicial para la identificacién de obstéculos en el aprendizaje del
concepto de funcién, posteriormente una serie de actividades para propiciar la
adquisicion del concepto matemdtico y, por dltimo, un test final que buscaba
identificar los progresos y avances obtenidos por parte de los estudiantes con
la implementacién de esta estrategia. Se tomé como base principal la teorfa de
representaciones semidticas de Raymond Duval para determinar cémo el uso de
GeoGebra posibilita el aprendizaje del concepto de funcién de variable real desde
sus diferentes representaciones. Se obtuvo un balance positivo en la adquisicién
del concepto, dado que el uso del software facilité el entorno adecuado para la
conversion y transformacién de los diferentes registros de representaciones.
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Abstract

Technology as a mediator for the representation of mathematical concepts has
been a predominant topic in the area of mathematical education in recent years.
In this work, a strategy for the learning of the concept of function was designed
and implemented using GeoGebra software with tenth grade students of an
educational institution in Colombia, in which an initial test was carried out to
identify difficulties or obstacles in the Learning the concept of function, then a
series of activities to promote the acquisition of the same concept and finally a
final test that sought to identify the progress and advances made by students in
the implementation of this strategy, it is ok to highlight that it was carried out
based on the theory of semiotic representations of Raymond Duval and where it
was sought to answer the big question, how can the use of GeoGebra enable the
learning of the concept of real variable function from its different representations?
In which a positive balance was obtained in the acquisition of the concept given
that the use of the software facilitated the appropriate environment for the
coordination of the different records of representations of the same concept.
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I. NTRODUCCION

Dado que la tecnologia juega un papel importante en muchos campos del
conocimiento, dentro de los cuales estd el campo de la educacién matematica,
surge la propuesta de implementar GeoGebra para abordar el concepto de
funcién a través de sus representaciones.

no de los referentes centrales en la teorfa de representaciones es Raymond Duval,
Uno de los referent tral lat d t Raymond Duval
pues gracias a sus resultados en educacién matemdtica, dentro de los cuales se
encuentra el uso de las representaciones semidticas en el proceso de aprehensién
de objetos matematicos, se ha llecado a comprender que “el entendimiento de
& q

un concepto matemdtico requiere de las conversiones y transformaciones de sus
diferentes registros” [citado en Bello, 1, p. 15].

A partir de los planteamientos de Duval se definen tres actividades principales
para llevar a cabo el proceso de aprendizaje. La primera es la formacién de una
representacion en un registro dado, la cual constituye el conjunto de marcas
perceptibles que permiten dar forma a la representacién de un objeto en un
sistema determinado. La segunda es el tratamiento de una representacién, que
es la transformacién interna de la representacién dentro del mismo registro en el
que ha sido formada. La tercera es la conversién de una representacion, es decir,
la transformacién de la representacién en una diferentes, de otro registro, en la
que se conserva la totalidad o parte del significado de la representacion inicial [2].

Un ejemplo de estas tres actividades se registra en la Tabla I:

TABLA I. CALCULO DE VOLUMENES.
H vadumendeuncuboes1000 unidades cubicas,

¢Qudl eslamedida de suslados?
Conversion (carrbiandoel | Trataniento(transformacion
registrg sincambiar el conservandoel mismo
dbjeto) registro)
1000 = I3 1000 = I3
Y1000 = V13
10 =1
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Duval establece: “S6lo podemos trabajar en y desde representaciones semidticas,
porque son temas de procesamiento. Al mismo tiempo, debemos poder activar
en paralelo dos o tres registros de representaciones” [Citado en Vega, 3, p.
24], entendiendo la diferencia entre el objeto y sus representaciones, para la
adquisicion de algiin concepto, en este caso, el de funcién.

Se plantea entonces como objetivo de este trabajo, desarrollar una estrategia
diddctica para el aprendizaje del concepto de funcién a través de sus diferentes
representaciones, usando como herramienta principal el software GeoGebra.

II. METODOLOGIA

Este trabajo tiene un enfoque cuantitativo y se realizé dentro de un disefio pre —
experimental. Como técnicas e instrumentos, se aplicé: un test de entrada, con el
propésito de identificar ideas previas y determinar dificultades de aprendizaje en
los estudiantes acerca del concepto de funcidn; tres guias para el uso de GeoGebra
y cuatro actividades que les permitieron a los estudiantes movilizarse por las
distintas representaciones del concepto de funcién, con el uso de GeoGebra;
un test de salida para evaluar lo aprendido durante la estrategia implementada,
aplicado sin el apoyo de GeoGebra; y, por tltimo, un test con escala Likert para
analizar el grado de satisfaccién y las diferentes apreciaciones de los estudiantes
en la implementacién de la estrategia.

El disefio y estructuracién de los recursos implementados con los estudiantes
(test, guias, actividades) se construy6 con base en los aportes de la teoria de
las representaciones de Duval, y se enfocaron en posibilitar el aprendizaje del
concepto de funcién, por medio de la coordinacién de sus diferentes registros de
representacion.

El espacio de la investigacién fue el Colegio Salesiano San Medardo de la ciudad
de Neiva; la unidad de trabajo estuvo conformada por 29 estudiantes de grado
décimo, con quienes se trabajé durante el ano 2018.

III. RESULTADOS Y DISCUSION

El andlisis de los resultados del test inicial evidencié algunos obstdculos para
el aprendizaje del concepto de funcién. En este sentido, se encontré que los
estudiantes:
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- Presentan dificultades en el reconocimiento de las diferentes representaciones
de un objeto matemitico, en este caso, de una funcién.

- Desconocen la relacién de dependencia e independencia entre las variables de
una funcién real.

- No relacionan el dominio de una funcién con su representacién verbal, el cual
en algunas ocasiones restringe el mismo.

- Realizan lecturas acertadas de representaciones gréficas de una funcidn, pero
cuando se pide interpretar la grifica, asocidndola al dominio, menos de la
mitad del grupo logra hacerlo de una forma adecuada.

- Desconocen el concepto de funcién de manera total o parcial, y tampoco
logran identificar sus elementos.

Durante el proceso de implementacion de las guias y actividades, los estudiantes
realizaron procesos de tratamiento y conversion de las diferentes representaciones
en situaciones que involucran funciones de variable real, con el apoyo de
GeoGebra como mediador en el proceso.

Actividad de aprendizaje 1:

Los resultados de la pregunta 1 muestran que el proceso de conversién algebraico
— grafico es un apoyo importante para los estudiantes, ya que debfan determinar
cudles representaciones algebraicas correspondian a relaciones funcionales y
cudles no, utilizando el criterio de recta vertical con ayuda de Geogebra. Ademds,
debian justificar de forma verbal su respuesta. Un total de 23 estudiantes
respondié los 6 items que la componian acertadamente, y 6 erraron en uno de
los items.

Algunas justificaciones sobre cudndo no es una relacién funcional se mencionan
a continuacidn: 7 estudiantes lo hacen con un nivel de comprension alto: “No es
Sfuncion porque le corresponden dos elementos al mismo punto”; 19 con un nivel de
comprensién medio, ya que justifican basados en lo que perciben gréficamente:
“La figura se corta en dos puntos”; y 3 no justifican con claridad: “Porgue los
elementos no repiten los elementos del dominio”.
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En la pregunta 2, los estudiantes debian escribir 5 expresiones algebraicas que
representaran funciones; se obtuvieron buenos resultados, los cuales se presentan

en la Fig. 1.
Pregunta 2 - Actividad 1
20
15
10
5
5 Il == B

Acertd en todas Errélo2 Errd 3 omas No respondio
las respuestas

Fig. 1. Expresiones algebraicas

Vale la pena aclarar que los procesos de conversion se realizaron con GeoGebra,
un software que facilita esta operacién, ya que segiin Duval [citado en Bello,
1], la conversién de las representaciones semidticas se constituye en la actividad
cognitiva menos espontdnea y mds dificil de alcanzar para la gran mayoria de los
alumnos.

Actividad de aprendizaje 2:

En los resultados de la pregunta 2, cuyo objetivo fue desarrollar el proceso de
conversién tabular — algebraico y justificar si la tabla representa una funcién, se
observa que solo un estudiante no logré realizar este proceso; en cuanto a si la
tabla representaba una funcién o no, todos respondieron acertadamente. A pesar
de que no se les solicita hacer la grafica, la mayoria de los jovenes recurre a este
registro para justificar su respuesta.

Algunos de sus comentarios son: “Porque si ponemos la recta perpendicular en
cualquier parte del eje x esta toca a la grdfica en una sola parte”, lo que muestra que
el criterio de la recta vertical facilita la identificacidon de las relaciones funcionales
y no funcionales; algunos estudiantes infieren mds alld del grifico y justifican
con mayor claridad: “Cada elemento llega a un tnico punto y todos los valores
tienen pareja’.
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En la pregunta 2 que pide relacionar la tabla de valores con su respectiva expresién
algebraica, es decir, conversién tabular — algebraica, los estudiantes realizan la
gréfica de cada una de las coordenadas de las tablas en el plano cartesiano, y luego
la gréfica de las expresiones algebraicas. También verificaron la pertenencia de
esas coordenadas a cada grafico y establecieron las relaciones correspondientes.
Todos los estudiantes respondieron acertadamente, ademds argumentaron por
qué cada expresién es una funcién, o no.

Atividad de aprendizaje 3:

En la pregunta 3 se pide solucionar una serie de problemas asociados a distintos
tipos de funciones que modelan de forma verbal situaciones de la vida real, como
se muestra a continuacion.

En un punto se solicita a los estudiantes que, con la informacién del enunciado,
respondan qué ocurre después de ciertos tiempos establecidos; aproximadamente
el 90% respondi6 de manera correcta, y 80% recurre a la representacién tabular
de la situacién (aunque el ejercicio no lo solicitaba), lo cual muestra un proceso
de conversién verbal — tabular, como se observa en la Fig. 2.

i , 1O '(‘.
| | )
| b { o _fl- 1
| o (O1)

O J [ ¢

Fig. 2. Ejercicio de tabulacién
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Antes de esta actividad, los estudiantes aprendieron a utilizar el comando «Ajuste
Base Exp» de GeoGebra, el cual se sugiere emplear para encontrar la expresién
algebraica que modela la situacién enunciada, es decir, realizar la conversién
verbal — grafico — algebraico; solo 3 estudiantes no logran hacerlo.

Pese a que los procesos de conversién son apoyados por GeoGebra, los estudiantes
muestran mayor solvencia para realizar cambios de registros, ya sea recurriendo
a la aplicacién o no, lo cual es muy importante, ya que “dominar un concepto
matemdtico requiere conocer y reconocer sus principales representaciones, para
asi convertirlas o traducirlas de un modo a otro” [4, p. 2117].

Algunas preguntas tuvieron la intensién de que los estudiantes comprendieran
que, cuando una funcién estd ligada a una representacién verbal asociada a un
problema de la vida cotidiana, el dominio debe restringirse para que se ajuste
a dicha representacién. El 59% acert6 en las respuestas, lo cual deja ver que la
identificacién del dominio es atin un problema para los estudiantes.

En una de las preguntas debian seleccionar la grifica que mejor representara la
situacidon descrita (tarifa de los automdviles) en las preguntas inmediatamente
anteriores, y todos los estudiantes seleccionaron la representacién correcta;
esto muestra que, pese a que en el momento de realizar operaciones algebraicas
presentan cierto tipo de confusién o dificultad, tienen claridad al identificar la
grdfica mds adecuada.

Ademds, al solicitarle a los estudiantes determinar si la situacidén descrita

representa una funcién, todos respondieron correctamente que si, y justificaron

su respuesta, situacién que evidencia la apropiacién del concepto de funcién

porque dieron, en su mayorfa, justificaciones elaboradas: “Porgue todos los *puntos

de x tienen donde llegar”. “Si ponemos una recta perpendicular a x tocaria solamente
&

en un punto”, y “Porque todos los puntos de x de tiempo tienen a donde llegar”.

Posteriormente, se pidi6 realizar un bosquejo de grfica que representara la
situacion descrita en las preguntas anteriores (conversién Verbal-Gréfica); todos
los estudiantes elaboraron un bosquejo adecuado, como los que se muestran en

la Fig. 3.
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Fig. 3. Representaciones graficas elaboradas por los estudiantes.

Resultados test final

En cuanto a la identificacién del dominio de una funcién, el 81% respondié
satisfactoriamente, un resultado positivo ya que en el test inicial menos de la
mitad de los estudiantes (41%) respondié de modo correcto. También se resalta
que de estos, el 90% justificé bien la respuesta con afirmaciones como: “Porgue

la grifica solo muestra por libra”,

“la fraccion no tiene precio, x debe ser entero”, “porque solo viene por libras completas”.

En una de las preguntas se pidi6 a los estudiantes completar una tabla
relacionada con una expresién algebraica, y una descripcién verbal; el 55%
la completé en su totalidad, y el 24% completé un 80% de la tabla. En otra
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pregunta, los estudiantes debian realizar una tabla y un grafico representando
la situacién: el 72% realizé el grifico de forma adecuada, como enn los dos

ejemplos que se muestran en la Fig. 4.
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Fig. 4. Construccién de grificos

Asimismo, los estudiantes debian responder si la situacién era o no funcién: 26
de 29 estudiantes acerté al responder si, pero cuando debian especificar cudl
era el dominio y el rango de dicha funcién, solo 5 estudiantes respondieron
adecuadamente, lo que deja en evidencia que aun existen dificultades para
identificar estas partes de la funcién. La misma situacién se presentd en otra de
las preguntas, ya que la actividad pedia a los estudiantes que después de mirar
la gréfica de una serie de funciones, determinardn sus respectivos dominios y
rangos. Los resultados se muestran en la Fig. 5.
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B Respondieron acertadamente H No respondieron acertadamente

Fig. 5. Identificacién de las partes de la funcién.
En la pregunta 6, se les present6 a los estudiantes una serie de situaciones

descritas de forma verbal; estos debieron realizar el proceso de conversién Verbal
— Algebraica y determinar su dominio. Los resultados se muestran en la Fig. 6.

TEST DE SALIDA PREGUNTA 6.

30
25
20
15
E I l I
: [
0 | .
Expresion Dominio Expresion Dominio Expresidn Dominio
algebraica algebraica algebraica
6.1 6.2 6.3
B Respondieron acertadamente B No respondieron acertadamente

Fig. 6. Expresi6n algebraica.
Aunque los resultados no son los mejores, se observa una evolucién positiva

con respecto a algunas de las actividades anteriores, teniendo en cuenta que los
estudiantes no estdn haciendo uso de la herramienta GeoGebra.
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En cuanto a elaborar una definicién del concepto de funcién, solo 4 de los 29
estudiantes lo hizo de manera aceptable; 5 estudiantes presentan confusién entre
el concepto y la comprobacién grifica del mismo (posiblemente generada por las
actividades anteriores), lo que se evidencia en los textos que escribieron, como
los siguientes: “Es una funcion la grdfica la cual solo se toca en un punto si se
pusiese una recta perpendicular a X, “Una funcion se da cuando hay una recta
perpendicular que corta en un solo punto”. Dentro de las definiciones que dieron
los estudiantes se resaltan las mas completas: “Cuando un niimero del eje X tiene
un solo representante en el eje Y”; “Es aquello donde X tiene una sola imagen, pero
se repite todas las veces que quiera’.

IV. CONCLUSIONES

El uso de GeoGebra facilité la implementacién del criterio de la recta vertical
para identificar cudndo una relacién es funcional o no, pero también generd
confusién con respecto al concepto de funcidn, ya que al solicitar a los estudiantes
dar su definicién, se apoyaron en dicho criterio para hacerlo.

El apoyo de GeoGebra en el proceso de conversién de registros de representacién
semidtica del concepto de funcién fue positivo para la identificacién de las
funciones de variable real y sus partes.

La coordinacién de los diferentes registros del concepto de funcién se llevd a
cabo con mayor facilidad con la implementacién de recursos tecnoldgicos, y
una prueba de esto es que el 76% de estudiantes fue capaz de realizar graficas de
situaciones reales sin el uso de GeoGebra, restringiendo su dominio de acuerdo
con el caso, e incluso en aquellas donde se involucraban funciones a trozos.

Se presenté durante toda la estrategia una dificultad marcada en la mayoria de
los estudiantes a la hora de justificar por escrito los procedimientos o respuestas
dadas en las diferentes actividades.

A pesar de que se evidenci6 la superacién de las dificultades identificadas en el

test inicial en la mayoria de los estudiantes, algunas persisten, incluso después de
haber terminado la implementacién de la estrategia.
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La identificacién del dominio de las funciones de las diferentes situaciones
funcionales presentadas en el test de salida no fue 6ptima, particularmente en
aquellas donde no habia representaciones graficas, dado que este registro es al
que mds acuden los estudiantes. Se requiere seguir trabajando en este elemento
de concepto.

El registro al que en mayor proporcién acudieron los estudiantes en las diferentes
actividades fue el grafico, el cual, en casi todos los

casos, se usé como puente para transitar hacia los demds registros.
La implementacién de recursos tecnoldgicos

dentro del aula de clases impacta de forma positiva en el interés de los estudiantes,
lo que facilita el proceso de ensenanza, en este caso, el del concepto de funcién.
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