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Resumen

En la mente existen representaciones mentales andlogas a las estructuras de
datos y procesos computacionales semejantes a los algoritmos que usan las
computadoras. El modelo computacional-representacional de la matemadtica
considera que, desde el punto de vista interno de la matemdtica como ciencia,
la matemdtica realiza cémputos con representaciones, cuyo objetivo final es la
creacion de estructuras abstractas. Dada la estrecha relacién entre la mente y la
matemdtica, el modelo computacional-representacional de la matemdtica y los
sistemas cognitivos artificiales, se concluye que estos son aptos para ser usados en
los procesos de ensenanza-aprendizaje de la matemitica.

Palabras clave
computacidn, cognicién, ensenanza de la matemdtica, estructura, sistemas
cognitivos artificiales

Abstract

The computers process information means data and algorithms. The mind
processes information. The computational-representational model of mind
(CRMM) adopts the hypothesis to which in the mind exists representations
analogous to data structures and computational processes like the algorithms
that use the computers: mental representations plus computational processes
produce the think. The Mathematics is the science of structures. It does
extensive use of representations. The computational-representational model of
mathematics (CRMMATH) considers that from internal mathematics point
of view, the mathematics does computations with representations to create
abstract structures. Given the closer relationship between mind, mathematics,
computational-representational model of mathematics and artificial cognitive
systems, it is concluded that last can be used in the teaching-learning processes
of mathematics.

Keywords

computation, cognition, computational-representational model of mathematics,
computational-representational of mind, artificial cognitive systems.
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I. NOMENCLATURA

MCRM: Modelo computacional-representacional de la mente.
MCRMAT: Modelo computacional-representacional de la matemdtica.
PEAM: Ensenanza-aprendizaje de las matemadticas

SCA: Sistemas cognitivos artificiales.

II. INTRODUCCION

Es bien conocido que las computadoras procesan informacién a través de
programas computacionales. Los programas usan datos y algoritmos; los datos
pueden ser numéricos y/o alfanuméricos, es decir, combinacién de letras del
alfabeto y niimeros. Los algoritmos son procedimientos que indican la serie de
pasos y decisiones que deben tomarse para la solucién de un problema y operan
sobre varias clases de estructuras.

La mente también procesa informacién. El modelo computacional-
representacional de la mente (MCRM) [1] adopta la hipétesis segtin la cual en
la mente existen representaciones semejantes a estructuras de datos y procesos
computacionales semejantes a los algoritmos que usan las computadoras:
representaciones mentales mds procesos mentales producen el pensamiento.

La anterior analogia entre la mente y la computadora ha sido una gufa importante
en los estudios sobre el funcionamiento de la mente. Un punto de inflexién en los
estudios de la mente se present6 cuando se introdujo otro elemento importante:
el cerebro. Desde del conexionismo se propusieron ideas novedosas sobre las
representaciones y los procesos computacionales. Las neuronas y sus conexiones
se consideran como modelos de estructuras de datos. Las células nerviosas y la
diseminacién de la actividad neuronal se consideran como modelos de algoritmos.
De esta forma, el MCRM derivé a una relacidn tripartita, vinculando el cerebro,
la mente y la computadora. Los tres componentes por separado: mente, cerebro y
computadora, les sirven a los investigadores de la mente para sugerir nuevas ideas
referidas a los otros dos elementos restantes.

Las representaciones son fundamentales para el MCRM. Pero, ;qué es una
representacion? Para los propésitos expositivos del presente trabajo, se considera
que una representacién es un simbolo o conjunto de simbolos que puede ser
interpretado por la mente o una computadora, y de cuya interpretacién emerge
un significado.
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Las representaciones mentales pueden clasificarse en cuatro categorias [1],
[2]. Un concepto hace referencia una entidad o grupo de entidades. Las
proposiciones son enunciados acerca del mundo. Las reglas especifican relaciones
entre proposiciones. Las analogias permiten realizar comparaciones entre dos
situaciones.

Las representaciones poseen cuatro caracteristicas fundamentales [3]. Primera,
“el portador de la representacién”, tal como un ser humano o una computadora,
debe comprender la representacién. Segunda, una representacién “debe tener un
contenido”, lo cual significa que representa uno o mds objetos. La cosa o cosas del
mundo a que hace referencia la representacién se denominan referentes. Tercera,
una representacién también debe estar “puesta a tierra”. Esto es, debe existir
algin medio mediante el cual la representacién y su referente estdn relacionados.
Una representacién debe ser interpretable por algiin intérprete, bien sea por el
portador de la representacién o por alguien mds.

Las representaciones son el primer componente clave del MCRM sobre los
procesos mentales, pero son de escaso valor a menos que pueda hacerse algo con
ellas. Teniendo el concepto de dinero no se puede hacer nada, a menos que se
conozca cémo calcular el costo total de algunos articulos que se estin comprando,
por ejemplo. La segunda componente clase del MCRM es que la mente realiza
cémputos con las representaciones, como las del tipo matemadtico, que se deben
hacer para calcular el costo total de varios articulos que se compran.

;Qué tipo de operaciones realiza la mente? Una lista de tales operaciones seria
interminable. Como un ejemplo, se tiene la habilidad matemadtica. Si existiera
una operacién mental separada para cada etapa de un proceso matemdtico, se
podria decir que la mente suma, resta, multiplica, divide y asi sucesivamente.
De igual forma, haciendo referencia al lenguaje, se podria decir que existen
operaciones mentales separadas para hacer un plural, poner un verbo en tiempo
futuro, construir una oracién simple, etc. Para resolver este problema, es mejor
pensar que las operaciones mentales estdn inmersas en amplias categorias, que se
definen por el tipo de operacién que es realizada por la mente o por el tipo de
informacién sobre la que la mente actia. Una lista de tales categorias incluye la
percepcidn, sensacion, atencién, memoria, lenguaje, razonamiento matematico,
razonamiento légico, toma de decisiones y resolucién de problemas.
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III. DESARROLLO DEL ARTICULO

A. La matematica

Es posible trazar una linea del tiempo de lo que ha significado la matemdtica con
el transcurso de la historia del pensamiento humano [4], [5].

1)

2)

3)

4)

Matemdtica prehelénica. Hasta aproximadamente el afio 500 a.c., el periodo
que puede denominarse de la matemdtica prehelénica, la matemadtica
consistia en el estudio de los niimeros, y fue dominada por los matematicos
egipcios y babilénicos.

Matemdtica griega. El periodo, denominado de la matemdtica griega se
encuentra entre los anos 500 a.c. y 300 d.c. Una de sus mayores innovaciones
consiste en empezar a organizar en ciencia abstracta los conocimientos
anteriores, casi exclusivamente empiricos y de orientacién. Una de las ramas
més antiguas de la matemdtica ha sido la geometria, la egipcia consistia
especialmente en métodos para medir y separar los terrenos. Hasta Tales de
Mileto no adquiere el cardcter de una verdadera ciencia. Para los griegos, la
matemdtica consisti6 en el estudio de los niimeros y de la forma.

El descubrimiento del cdlculo. No hubo ningtin cambio de importancia
en el cardcter global de las matemdticas, ni ningtin avance significativo en
contenido hasta mediados del siglo XVII, cuando Newton en Inglaterra
y Leibniz en Alemania inventaron, independientemente, el cdlculo. El
célculo proporcioné finalmente el método buscado durante largo tiempo
para investigar la continuidad en todas sus manifestaciones, en la ciencia o
en la matemdtica pura. Después de la invencién del cdlculo, la matemdtica
se convirtié en estudio de los nimeros, de la forma, del movimiento, del
cambio y del espacio.

La demostracién formal. A partir de la segunda mitad del siglo XVIII
surgi6é un interés cada vez mds creciente por las matemdticas en si mismas,
y no solamente por sus poderosas aplicaciones para la comprensién de
los fenémenos naturales. Los matemdticos comenzaron a estudiar lo que
permanecia detrds de la enorme potencia que el cdlculo proporcionaba a
la humanidad. La antigua tradicién griega de la demostracién formal
cobré inusitada importancia a medida que se desarroll6 gran parte de las
matemdticas puras de hoy dia. Este proceso dio como resultado que a finales
del siglo XIX, las matemadticas se habian convertido en el estudio del nimero,
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de la forma, del movimiento, el cambio y el espacio, y de las herramientas
matemdticas empleadas en su estudio.

5)  La abstraccién y la estructura. Una de las caracteristicas que mds
impresionan de las matemadticas actuales es su poder de generalizacién
y abstraccién. Como un ejemplo, considérese el conjunto de todas las
matrices del mismo tamano; el de las funciones continuas de valor real
y de una variable real, definidas en un intervalo cerrado y el los vectores
n-dimensionales. Todos estos conjuntos de naturaleza totalmente distint,
pueden estudiarse conjuntamente bajo el nombre de una estructura
abstracta (sin hacer referencia a la naturaleza del conjunto particular de
objetos matemdticos) denominada espacio vectorial. La idea de estructura
domina por completo la matemdtica de hoy dia, y tal idea conduce a la
definicién moderna de la matemdtica: La matemdtica es la ciencia de las
estructuras.

El matemdtico examina estructuras abstractas: numéricas, de formas, de
movimiento; las estructuras con las que se repiten los sucesos aleatorios, las de
simetria y regularidad, las del razonamiento, las estructuras fundamentales del
universo, por citar algunas.

B. El caracter representacional de la matemdtica

La matemdtica es una ciencia eminentemente representacional y, por ende,
abstracta. Ella hace uso extensivo de conceptos (definiciones), proposiciones
(axiomas y teoremas), reglas (relaciones entre teoremas) y analogias (formas
de razonamiento 16gico) para poder explicarse, y permitir que sea usada para
entender el mundo fisico en que vivimos.

Las representaciones estdn en la base que se emplea para construir sistemas
abstractos en matemdticas: palabras no definidas, palabras definidas, axiomas
(enunciados que se aceptan como verdaderos) y teoremas (enunciados que han
de probarse que son verdad). El ejemplo clésico de estructura matemdtica es la
geometria euclidiana [6]. Las palabras punto y recta no se definen. Con base
en las anteriores palabras se define por ejemplo segmento de recta: Porcién
de recta contenida entre dos puntos dados de una recta. Segiin esa nocién, se
define la palabra tridngulo, y asi sucesivamente. Luego, se cuenta con los cinco
postulados de Euclides; después, teoremas tales como “la suma de los dngulos
internos de un tridngulo suman dos dngulos rectos”, cuya demostracién hace uso
del postulado de las paralelas, ademds de las definiciones de dngulo, dngulo recto
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y dngulos alternos internos y del teorema sobre igualdad de los dngulos internos
entre paralelas. De esta forma se construye toda la geometria euclidiana plana y
del espacio. Desde el punto de vista que se analiza en este trabajo, la geometria
Euclidiana es un vasto sistema representacional y abstracto.

C. El caricter computacional de la matemdtica

En la demostracién del teorema sobre los dngulos internos de un tridngulo no
se ha realizado ningtn cdlculo en el sentido ordinario del término. Lo que se
hace es relacionar algunas definiciones, el axioma de las paralelas, un teorema
previo ya demostrado y obtener una conclusién, que es la prueba del teorema.
Si se denotan por los dngulos interiores de un tridngulo cualquiera de vértices,
la conclusién que se obtiene, mediante un razonamiento légico, es que, es decir,
la suma de los dngulos interiores de un tridngulo suma dos dngulos rectos: se
llega a dos representaciones diferentes del mismo teorema, que son equivalentes.
Este es el camino que se ha seguido para construir todo el edificio abstracto de
la geometria euclidiana, lo mismo que en las demds ramas de la matematica: se
hacen cémputos con representaciones para producir estructuras abstractas.

D. El modelo computacional -representacional de la matemdtica (MCRMAT)

El MCRMAT [7] adopta la hipétesis segtin la cual desde el punto de vista
interno de la matemdtica como ciencia, la matemdtica realiza coémputos con
representaciones, cuyo objetico final es la creacién de estructuras abstractas.
Puede pensarse del MCRMAT como instrumento tedrico que capta lo esencial
de la matemdtica: su cardcter abstracto, representacional y de estructura.

Al resaltar la importancia de las representaciones en la matemdtica, el MCRMAT
se convierte en un instrumento tedrico para los procesos de ensehanza-
aprendizaje (PEAM) de las matemdticas, como se muestra en la Figura 1. Existe
una relacién tripartita entre el MCMAT, los PEAM y el MCRM. La mente
hace cémputos con representaciones para producir el pensamiento, y ella es se
usada no solamente para ensefiar matemdticas, sino también para aprenderlas. El
MCRMAT hace énfasis en el cardcter abstracto, representacional y de estructura
que tiene la matemadtica.
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Figura 1. El MCRMAT y los PEAM

Un ejemplo especifico ayuda a comprender la Figura 1. Suponer que se estd
ensefando ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs). En primer lugar, aparece
el concepto de ecuacién diferencial ordinaria (una representacién). Luego, es
necesario traducir tal concepto mediante simbolos (representaciones) y dar una
adecuada explicacién de los simbolos que se usan en tal representacién, haciendo
énfasis en su abstraccidn, es decir, que podemos cambiar los simbolos sin incidir
en el concepto de ecuacién diferencial ordinaria. Sean las expresiones:

Q+(l—x)y=senx, £+(l—z)f:senz (1)
dx dz

Las ecuaciones (1) son dos representaciones de la misma ecuacién diferencial
de primer orden. En la primera, la funcién desconocida es , la variable
independiente es ; mientras que en la segunda la funcién desconocida es y
la variable independiente es . Las expresiones anteriores pueden escribirse en
forma de una estructura simbdlica general, pues en realidad tales expresiones son
funciones de la forma:

F (Derivada de la funcion desconocida, funcion desconocida,
variable independiente)=0. 2)

Aqui F (u otro simbolo adecuado) se utiliza para designar la relacién funcional
entre las variables que intervienen en la ecuacién diferencial, que se revela al
pasar los términos de los segundos miembros, en las ecuaciones (1), al primero.
De acuerdo con lo anterior, las ecuaciones diferenciales (1) pueden escribirse de
la siguiente forma:
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dy df
Fl—,y,x|=0, F|—,f,z|=0 3
ax” dz )

El anterior ejemplo, muestra la importancia de las representaciones en los
PEAM. Hablar de representaciones equivale a hablar de conocimiento,
significado, comprensién y modelizacién. Sin duda, estas nociones constituyen
el nicleo central, no solo de las matemiticas, sino también de la epistemologfa,
psicologia y demds ciencias y tecnologias que se ocupan de la cognicién humana,
su naturaleza, origen y desarrollo [8], [9] [10], [11], [12].

E. El MCRMAT y los sistemas cognitivos artificiales

Lenguajes de programacién como Matlab y Mathematica, incorporan, ademds
de sistemas de representacién numérico y grafico, sistemas representacionales que
permiten realizar computos simbdlicos. Operaciones tales como factorizacién de
polinomios, derivacién e integracién simbdlica (en una, dos y tres dimensiones),
simplificacién de expresiones algebraicas y trigonométricas, cdlculo simbélico
de determinantes (orden dos vy tres), operaciones con matrices simbdlicas,
descomposicién en fracciones parciales, solucién de algunas ecuaciones
diferenciales ordinaria y parciales, por mencionar solamente unas pocas, son
realizadas eficientemente en tales sistemas representacionales. Asi, un tal sistema
puede verse como un sistema cognitivo artificial inducido por el MCRMAT,
pues revela no solamente el cardcter computacional-representacional que tiene la
matemdtica, sino también su accién a través de medios artificiales. Es cognitiva,
porque tales sistemas representacionales realizan actividades semejantes a las
cognitivas de la mente (memoria, andlisis, computaciones, toma de decisiones,
entre otras) y artificiales, porque son llevadas a cabo por un agente externo a
la mente, la computadora. Como consecuencia de lo anterior, los procesos de
ensefianza aprendizaje de la matemadtica pueden y deben ser mediados mediante
el uso de los sistemas cognitivos artificiales (SCA). El uso de los SAC en los
PEAM puede verse en [13], [14], [15].

No debe pensarse de los SCA como simples protesis para la accién. Tales
sistemas deben verse como reorganizadores de todo el funcionamiento cognitivo,
y de hecho contribuyen al redisefio de estrategias en la resolucién de problemas y
a la reconceptualizacién mediante la sustitucién de un sistema de representacién
en otro: numérico, simbdlico, verbal y grifico, por ejemplo.

Independientemente del grado de complejidad de los conceptos matemadticos
a abordar en los cursos de matemdtica universitaria, el método de ensenanza
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basado en la solucién de problemas puede potenciarse en gran medida mediante
el uso de los SAC. La comprensién de un problema implica que el estudiante estd
en capacidad de enunciar sus caracteristicas mds relevantes a través de diferentes
representaciones, ya sean simbdlicas, graficas, tabulares y verbales, entre otras. Los
SAC permiten el manejo y conversién entre diferentes tipos de representaciones,
facilitando asi el planteamiento de estrategias de solucién de problemas desde
diferentes puntos vista. Ademds, al tener disponibles estos registros, el estudiante
podrd construir estructuras mentales con correlaciones mds elaboradas entre
ellos. A este respecto, en [16] se afirma que el punto fundamental en la actividad
matemdtica no es la utilizacién necesaria de representaciones, sino la capacidad
de pasar de un registro semiético de representacién a otro.
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