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CAP. 2. FUNCIONES

En el capitulo anterior, se introduce el concepto de ecuacién como un tipo
especial de relacién de igualdad entre dos expresiones matematicas que
tienen variables conocidas y desconocidas, unidas mediante operaciones y
cuya intencionalidad primaria es encontrar el valor o conjunto de valores de
las variables desconocidas. En este capitulo, se retoma lo desarrollado por
Murcia y Henao(2021) y se analizan las funciones como tipos especiales de
relaciones matematicas, definiendo en ellas caracteristicas y propiedades
importantes e igualmente dentro de las funciones las ecuaciones.

Témese como ejemplo la funcidn lineal f(x) =2x+1 que puede
convertirse en una ecuacion lineal de dos variables como

y=2x+1

La cual tiene infinitas soluciones, ahora si y = 7 por ejemplo, la ecuacién
de dos variables se convierte en una ecuacion lineal con una sola variable.

7=2x+1

Que desde luego se puede solucionar llegando a la respuesta x = 3. Notese
entonces la relacion tan estrecha que tienen las funciones y las ecuaciones y
lo sencillo que es convertir una en otra. Para los fines del presente texto se
prefiere trabajar primero y de forma independiente el tema de las
ecuaciones para aprender a manipularlas y asi comprender mas facil las
funciones, sin embargo, en esta secciéon se toman como unidad funcional
que es el sentido verdadero que deben tener las funciones y las ecuaciones.

INTRODUCCION AL CONCEPTO DE
2.1 |FUNCIONES

En la modelacion de situaciones reales, muchas veces ocurren que las
variables que describen las caracteristicas son dependientes, es decir, el
valor que puede adquirir una variable depende de otra; como ejemplo,
supdngase el precio de los alimentos y el precio de los combustibles, es
sabido que cuando el precio de la gasolina sube, el precio de los alimentos
tiende a subir lo que sugiere que existe algln tipo de relacién entre estos
dos elementos, asi no sea tan facil describirla en términos matematicos;
existen por otro lado relaciones mas faciles de modelar, como el costo de
una carrera en taxi, este valor depende del dia y la hora en que se haga el
servicio, depende de la distancia recorrida, del tiempo que el auto esté
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Dominio Rango
Figura 2.1. Representacion en
diagramas de Venn para una funcion.

Tabla 2.1. Funcidn pasaje de bus.

#personas Costo total
0 S0
1 52.500
2 $5.000
3 57.500
n 2.000-n

El costo total de los pasajes en un bus
es un buen ejemplo de una funcion. A

cada persona se le asocia un costo y el

costo to

incrementando a medida que crece el

tal de estos se van

numero de personas.

2 YouTube

Evaluar la funcion definida a trozos

f(X)={

—x—-1 Six< -2
1 Si—2<x<?2
x—1 Six>2

En los puntos
x=-3;x=05;x=25

Solucion

Seccion 2.1: Introduccidn al concepto de funciones

detenido y del lugar de destino o el lugar de origen. Algunas de esas
relaciones, que cumplen propiedades especiales reciben el nombre de
funciones.

Definicion 2.1. Definicion de funcion: una funcién es una
relacion o correspondencia donde cada elemento x de un
conjunto de partida x, le corresponde un tnico elemento
y de un conjunto de llegada Y.

El conjunto X se llama dominio de f, y el nimero y se
denomina imagen de x por f y se denota por f(x). El
recorrido o rango de f se define como el subconjunto de
Y formado por todas las imdgenes de los elementos de X

Las funciones pueden especificarse de muchas formas, sin embargo, para
cumplir con los objetivos del presente texto, se usa la forma que involucra la
relacidn de variables en forma de ecuacién.

Ejemplo 2.1. Dada la funcién mediante la ecuacién f(x) = x?2—2x+1,
calcular la imagen cuando:

a. x =205 b. x =-1 c. x=1 d x=x-h
Solucion: Para calcular la imagen o el valor de la funcién para los valores
indicados de la variable x (variable independiente), se remplazan

estos valores en la ecuacion que define la funcion.

(0,5)>-2(0,5 + 1 =0,25-10 + 1 = 0,25

a. f(0,5)
b. f(-1)

¢ fA)=@%-2)+1=1+2+1=0

—D*-2(-D)+1=142+1=4

Para el ultimo caso, se debe reemplazar la variable x por x — h lo que
resulta en:
fx—h)=x—-h)?-2(x—h)—1
Lo que lleva a plantear
flx—h)=x?—-2xh+h?®-2x+2h—1
Que es la respuesta buscada
Ejemplo 2.2. Para la funcién f (x) = x?>+ 3x — 2 determine f(2) y f(x + h)

Solucion: Para el primer caso basta con reemplazar x con 2, asi:

f2)=(@2)?2+32)-2=4+6-2=8
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Para la segunda parte, igualmente se reemplaza a x por x + h, lo que lleva a
decir:

fx+h)=(x+h)?+3(x+h)—2=x*>+2xh+h?+3x+3h—2
Organizando se tiene:
f(x+h)=x?>+R2h+3)x+ (h?+3h—-2)

Determinar el dominio y el rango de una funcién implica definir claramente
los elementos de los conjuntos de partida y llegada, es decir, encontrar el
conjunto de valores que puede tomar la variable independiente y el
conjunto de valores que puede tomar la variable dependiente. El siguiente
ejemplo ilustra de forma aproximada para encontrar estos conjuntos.

Ejemplo 2.3: Determine el dominio y el rango de la funcion matemdtica
apoydndose de la figura 2.2.

flx)=x*+1

Solucion: ndtese de la anterior relacion que la variable x puede tomar
cualquier valor, sin embargo, f(x) solamente puede adquirir valores
positivos mayores a 1 debido a que el cuadrado transforma cualquier
cantidad positiva en negativa. Por tanto

Rf =x=1=1]1,+0)

La grdfica de esta funcion estd representada en la figura 2.2.; efectivamente,
analizando la grdfica se observa que no hay ninguna restriccion para la
variable x, por otro lado, la grdfica solo existe para valores iguales o
mayores a 1 en la variable y.

Por tanto, es posible evidenciarla existencia de una asociacién de términos
de un conjunto con otro y, ademas, cabe la definicidn alternativa de funcion
como:

Definicion 2.2. Definicion de funcion: una funcién es un
conjunto de pares ordenados (x, y) en el que no existen
dos pares ordenados diferentes con el mismo primer
elemento. El conjunto de todos los numeros definidos
para x se denomina dominio y el valor correspondiente
para cada numero de estos es la imagen cuyo conjunto
conforma el rango.

En términos simples, existen eventos que no estdn permitidos en la
matemadtica basica de los numeros reales, algunos de los mas frecuentes
son:

3 ) ] T

Figura  2.2. - Representacion
grdfica de la funcion del ejemplo
2.3.

IMPACTO

Figura 2.3. Representacion artistica
del impacto de un cometa contra la
Tierra.

Imagen tomada de :
https://es.slideshare.net/guest929db2/
eras-geologicas-1323585

La posibilidad de impactos de
meteoritos y cometas en la Tierra ha
fascinado durante mucho tiempo a
los cientificos y al publico en general
por igual. Si bien la idea de un evento
catastrofico causado por la colision
de un cuerpo celeste con nuestro
planeta puede parecer cosa de
ciencia ficcidn, la evidencia historica y
la investigacion cientifica sugieren
que tales impactos no solo son
posibles, sino que han ocurrido en el
pasado.

La evidencia histérica muestra que
los impactos de meteoritos y
cometas en la Tierra han ocurrido en
el pasado; uno de los ejemplos mas
famosos es el evento de impacto de
Chicxulub, que ocurrié hace
aproximadamente 66 millones de
afios. Se cree que este impacto
condujo a la extincion de los
dinosaurios 'y provocé cambios
significativos en el clima de la Tierra.
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2.4.
grdfica para el ejemplo 2.4.

Figura Representacion

Ndtese que el dominio de esta
funcion son todos los numeros
reales excepto 1 y —1. Por otro
lado, el rango de la funcion son
todos los numeros reales excepto
aquellos comprendidos entre Oy —
1.

w1 oF
-0 -1 +1 —o0

Figura 2.5. Solucion para el
problema 2.4.

-1 0

—-l++|++(y+l)
|- t 1)

=+

Figura 2.6. Solucion para el
ejemplo 2.4.

—00

Divisién por cero.

Raiz par de cantidades negativa.

Argumentos negativos de funciones logaritmicas.
Algunas singularidades para funciones trigonométricas.

oo oo

Cuando se analiza el dominio o el rango de cualquier funcidn es importante
reconocer en ellas la posibilidad de ocurrencia de estos eventos y en tal caso
se deben eliminar del conjunto solucidn, las cantidades o conjunto de
cantidades que ocasionan esa dificultad.

Ejemplo 2.4. Determine el dominio y el rango de la funcion:

f&x) =

x2—1

Solucion: en este caso puede ocurrir el problema que dependiendo del valor
que tome la variable pueda aparecer una division por cero, lo que
implica que para el dominio se deben tomar todos los valores menos
aquellos que resulten en un cero en el cociente. Para identificarlos se
tiene entonces:

¥+1=0-(x+Dx-1)=0

Igualando cada factor a cero se tiene entonces que x no debe tomar ni 1 ni
tampoco —1, asi el dominio queda:

Df=R-{1,-1}

Para el rango se debe despejar a y = f(x) en términos de x, lo que conlleva
a decir:

1
y = S>xl—1l=—>x=%|—-+1

1
T x2-1 y |y

Como aparece una raiz par, se debe asegurar que este sea mayor a cero, en
consecuencia:

1 1+y
-—+120->——2=0
y y

y aplicando el método del cementerio se tiene entonces que el rango es:
Rf = (=0, —1] U (0, +00)

La representacion grdfica de esta funcion se muestra en 2.4.
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Ejercicio 2.5. Encuentre el dominio y el rango de la funcion

flx)=+yx2 -1

Solucién: Para este caso, no existe valor que pueda tomar la variable
independiente de tal forma que resulte una division por cero, sin
embargo, hay una raiz par y necesariamente la cantidad bajo el radical
debe ser mayor a cero, asi:

x2+1>0
Factorizando se obtiene

x+Dxx-1) =0

Aplicando de nuevo el método de las lapidas y las cruces (figura 2.6) se
obtienen los intervalos donde la funcidn es positiva, asi el dominio es

4 P
Df = (~00,—1] U [1, +00) o} h
2t =
Para el rango se despeja la variable x, en términos de y. 5 &kj:\
y = x2—-1 - y2=x2—1 4 3 -2 14 0 1 2.4 4
Figura 2.7. Representacion grdfica del
Finalmente problema 2.5.

x=4y?+1

Ndétese que, aunque se tiene una raiz, la cantidad bajo el radical nunca
puede ser negativa, sin embargo, analizando de nuevo la presente en la
funcién y recordando que solamente se toman los valores positivos,
entonces el rango es

Rf =R* = [0, +»)
La figura 2.7., ilustra esta situacion

Funciones pares, impares U
compuestas.

Las matematicas como cualquier otra disciplina se han venido desarrollando
en diferentes lineas del conocimiento orientadas por intereses cientificos,
tecnoldgicos, culturales y hasta politicos y econémicos. De la misma manera
las funciones se han venido creando, transformando y definiendo para dar
cuenta de mas y mejores soluciones a situaciones complejas. En ese
sentido, aunque las funciones son Unicas y representan una misma idea, es
posible definir en el calculo elemental, tres categorias a saber:

1. Funciones algebraicas.
2. Funciones trascendentales.
3. Funciones trigonométricas
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0.2

Rt
g

ANy

05 ) 0 05

-0.2

(a). Funcién Impar

1
(b). Funcién Par

Figura 2.8. Grdficas de funciones. (a)
Funcién Impar. (b). Funcién Par.

Las funciones pares tienen como eje
de simetria a las abscisas, mientras
qgue las funciones impares tienen
como punto de simetria, el origen
cartesiano.

Seccion 2.1: Introduccidn al concepto de funciones

Aungue es importante aclarar que no son las Unicas. El comportamiento de
las funciones y la forma que estas adquieren permite clasificarlas de
diversas maneras siendo una de las mas recurrentes, la paridad.

Las funciones pares son aquellas que tienen como simetria el eje de las
ordenadas, mientras que las funciones impares tienen simetria respecto al
origen cartesiano; para definir en términos analiticos la paridad de una

funcién basta con realizar una pequefia prueba en los signos de esta.

Definicion 2.3. Paridad para funciones. Sea la funcién y = f(x),
real continua en su dominio, entonces se puede establecer que:

La funciony = f(x) esparsi f(x) = f(-x)
La funcién y = f(x) esimparsi f(x) =- f(-x)

La anterior prueba establece que si al momento de reemplazar la variable x
por la variable —x, se sigue obteniendo la misma funcidn, entonces esta es
par. Si por el contrario se obtiene la misma funcién, pero cambiada de signo
entonces esta es impar.
Ejemplo 2.6. Determine la paridad de cada de las siguientes funciones:

— 43 _ 45 _ .2
a. fX)=x>—-x>y b f(x)=x"+1
Solucion. reemplazando a x por - x se tiene:

f(=0) = (=0 = (=0)° > f(—x) = —x>+x°

Pero factorizando un —1 se tiene

f(=x) = —(x3 — x°) lo cual permite establecer que
f(=x) = —f(x) y en consecuencia la funcién es impar.
b. Realizando el mismo procedimiento para la sequnda funcion se tiene:

fE0) =02 +1- f(—x)=x+1=f(x)
Por tanto, la funcion es par. La figura 2.8., muestra estas dos grdficas.

Otra utilidad de las funciones es que con ella se pueden hacer
composiciones, es decir, se puede hacer una funcién de otra funcidn, lo que
resulta una herramienta muy util al momento de describir situaciones mas
complejas.

Definicién 2.4. Funciéon compuesta. Sean f y g dos funciones,
la funcion dada por (feg)(x) = f(g(x)) llamada
funcion f compuesta g tiene como dominio el conjunto
de todos los x en g, tal que g(x) es el dominio de f.
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Ejemplo 2.7. Dada f(x)=2x+1 y la funcién g(x)=x*—3x+1
Encuentre la funcion compuesta (f o g)(x) y (g ° f)(x)

Solucion: atendiendo a la definicion de funcion compuesta se tiene:
(feog)x) = f(g(x)) =2x?-3x+1)+1=2x>—6x+3
Para el segundo caso, se tiene:
G N =g(f())=Cx+1)?-32x+1)+1
Simplificando.
G N =g(f(x)) =4x?+4x+1—-6x—3+1
Para obtener finalmente.

(9o ) = g(f(x)) = 4x*— 2x — 1

Note una particularidad interesante y es que fog # gof es decir no hay
equivalencia para una propiedad conmutativa.
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Ejercicios secciaon 2.1. Introduccion al concepto de

funciones.

Responda a las siguientes preguntas y cuestiones.

Asi como se planted en Murcia y Henao(2021),
se pide:

1. ¢Qué similitudes y diferencias encuentra
entre las funciones y las relaciones?

2. Establezca cuatro situaciones reales donde
se vean claramente aplicadas relaciones y
funciones de cualquier naturaleza.

3. Defina cuatro situaciones en el ambito
laboral, familiar o académico donde le
gustaria aplicar modelacién por funciones.

4. Qué otras singularidades matematicas
existen, aparte de las ya propuestas, que no
estén definidas en la matematica real.

5. Proponga una tesis sobre por qué en
funciones que tienen que ver con el tiempo,
no se aceptan valores negativos.

En los ejercicios siguientes evalle la funcién en los
puntos dados si es posible y simplifique el
resultado.

Dado f(x) = x + 1 hallar:
11. f(2)

12. f(x+3)

13. f(x?+ 1)

fx+ax)—f(x)
' Ax

14

Dado f(x) = x2— 2x + 1 hallar:
15. f(2)

16. f(x+3)

17. f(x*+1)

fx+ax)—f(x)
’ Ax

18

10.

Construya diversos diagramas de Ven para
ilustrar relaciones y funciones.

Discuta la afirmacién “existen funciones de
conjuntos no vacios en el dominio, con
conjuntos vacios en el rango”.

¢Existen funciones que no sean pares ni
impares? En caso afirmativo proponer
algunas de ellas.

¢El dominio de la funcién compuesta puede
ser diferente al dominio de la funcién que la
compone?

¢El recorrido de la funciédn compuesta
puede ser diferente al recorrido de Ia
funcion que la compone?

Dado f(x) = 2x*+ x2— 4x + 1 hallar:

19. £(2)
20. f(x+3)
21, f(x*+1)

22

F(x+4x)—f(x)

Ax

2x+1Six>1

Dado. f(x) = {2x C1Siyel hallar:

23. £(2)
24. f(=3)
25. (1)
26. f(h+1)

Dado. f(x)={\/ +1Six>-1

X
1-x% Six<-1
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27. f(=1) 52. f(x)=e*+Inx

28. f(=3) 53. f(x)=|x+3]|

29. f(1) 54. f(x)=x+|x+ 3|

30. f(h+1) 55, _ lx+3l
1t x+3

Por medio de una tabla de valores, obtener las 56. f(x) = |x + 3|

representaciones grdficas de las siguientes x+2

expresiones matematicas. 57. f(x) =[x +1]

1 —

3. f(x)=-3x+4 59. f(x) = |x| + x?

33, f(x)=x2+1

34, f(x)=—-x?+x+3 De las siguientes relaciones, determine cuadl es

funcién y cual no, justifique su respuesta
35. flx)=x3-1

36. f(x)=x+x*-1 60. y=3
37. f(x) = —x° + 6x? 61. y2=12x
38. =x° —x* 3
fE)=x"—x"+x 62. f(x)= (16— x)/?
39 x+1
- fx) = 12 63. g(x) =2x?
x*—1 x—1
40. = 64. h =
F0) = W =775
x2+2x+1 x+1
41. ) 65. =
) x3+1 Y=y
1 x2  y?
42. —x+1+—— 66. — 2 =1
fe) =x x+1 16 4
43, x)=x3>-3x+1 3
f) 67. L —xi1
44 _ 2—x 3
' f(x)_x3—1 68. x’+y’—2x+y=0
8—x
— 69. =
45, f(x)_4_x2+x X =Yy
70. x=2
46. f(x)=In(x+1)
47. f(x)=m(x’+1) Dadas las siguientes funciones, encuentre el
dominio y el rango (cuando sea posible).
48. f(x) = ln( 5 ) Posteriormente, encuentre la grafica usando algin
x*—1 .
graficador y corrobore los resultados encontrados
49. f(x) =e**!
50. f(X) — ex2+1 71. f(x) =2x—1
1 72. f(x)=4-—x
b f@) =ex
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73.
74.
75.
76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.
86.
87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

Seccion 2.1: Introduccidn al concepto de funciones

fx)=6—-2x
fx)=x*-1
f)=x2+1

f(x)=5—4x+x?

fe0) =
fl) = ;1+1
_2x+1
f(X)—x2_16
) = 5
x> +2x+1
fo) =—5—
x2+1
f6) =5
_6—x 1
=37
fx)y=vx+1
f(x)=v3+x
flx)=v8—2x
f(x) =+x*+2x -3
x—1
flx) = o

-1
FQ) = x2—3x—10
x3—4x
x+1
fo) = s
x—3
f(x)=—m

f(x) = n(x*~9)

95.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

f(X) — ex+1
1
o= Vi +1
fx) = lx + 3lji
_x+3]
) x+3

f(x) = Bx +2)Y/?

fe0) = (= 14)/2
3x—1

xX) = —
gx) o1
_ x+1
y_x2+x—2

y=x?+4x-5

x+2

y x?+ 5x —
4

9 =1
ho =22

_ 4x%2— 16
™= 15
fx) = /
b _ 2x—1
) = Vax? +5x—14
h(x)—x——1
f@) = —(25 — 292
B _x2+3x+2
(x) = x+2

_x2—5x+6
gx) = — ‘
y(x?—1)=2
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| -1Si x<-1
115. g(x) = 128. f(x)={x Si —1<x<1
x+2 1 Si x>1
116. f()—| Y x+2 Six<-—-4
129. f(x)=4{16—x% Si —4<x<4
2—x Si x=4

1
117. f(x)=x+ o
118, f(x) = —— x+1 En las siguientes funciones, determine si es
x2+1 funcién par, impar o ninguna de las dos,
especificando las simetrias, si las tiene y corrobore
En las siguientes funciones definidas a trozos, | Sus resultados por medio de una grafica.
obtenga la grafica, determine el dominio y el

rango de estas. 130. f(x)=«x
131. f(x) = x?
119 _(1—x Six<1 [
TO=E=T siezt 132 f(x) =’
120, fuy= (A S x>0 133. f)=x+1
' “W-2x Six<0 134. f(x) =x2+1
121 f(x):{x2+4 Si x<1 135. f(x)=x"—x
' 2x+3 Si x=>1 136. f(x):x3—x2
1 Si x<1 137. f(x)=x*—x
_)x Si 1<x<3
122. fOY=16_x si 3<x<6 o .
0 Si x> 6 En los ejercicios siguientes encuentre las funciones
bx= compuestas (fog) v (geof) y determine el
2 Si x < -2 dolm.inio y el rango, igualmente construya la
123. f(x) ={x?—4Si —2<x<3 grafica
8—x Si x=3
— — 2 __
e f(x):{l Si x<1 138.f(x) =x+1 gx)=x*-3
2 St x>3 139.f(x) = x3 gx)=x>-3
1—-x Si x<1
= 1
125 J® =2 "5 x>1 140.f (x) = —— g(x) = x*
St x <0 141.f(x) =3+ gx)=x-3
126. f(x) = \/Zx—x Si 0<x<2 2xt4x
Si x>2 142.f(x) = x*+3 gx)=x3+3
x?+x—2 Si x>-1 143.f(x) =1 —x3 glx)=1—x2
127. f(x)={(x+1D(x+5)

Si x<-1

x2+6x+5
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Problemas de aplicacion

A continuacidn, se presentan una serie de situaciones problema en diferentes dreas del conocimiento

(ciencias sociales, ciencias humanas, ciencias aplicadas), las cuales requieren de su interpretacién,

modelado y resolucion para llegar a una solucién adecuada. Su trabajo consiste en ilustrar y explicar de

manera clara los modelos propuestos, identificando las variables involucradas y puntualizando la

estrategia utilizada para resolver cada problema, asi como verificar la calidad de las soluciones

encontradas.

144,

145.

146.

Depreciacion: en la actualidad, lo equipos
celulares han venido siendo cada vez cada vez
mas poderosas y compactos, de la misma
manera el precio cae con el tiempo. Presuma
que en x meses, el costo de cierto prototipo
en ddlares, sera de:

C =50+ 20
(x) = x+2

¢Cual podria ser en 12 meses el costo?

¢Para el sexto mes, el costo sera de cuanto?
¢éEn qué momento se alcanzaria el costo de
usD 507

¢éEn un mediano plazo, qué pasara con el
costo?

Contaminacion ambiental: en la época actual
y con el cambio atmosférico, se ha podido
comprobar que la media por dia de éxido de
carbono en el medio ambiente, sigue la
siguiente funcion:

Q(n) =V0.5n + 20
Expresado en unidades, en el momento que la
poblacién expresada en n miles. Se puede
decir que dentro de t afios la poblacion podria
ser:

n(t) =10 4+ 0.2t2
Exprese como funcién del tiempo el nivel de
6xido de carbono en el aire.
¢ En un periodo de 4 afios cual seria el nivel
de éxido de carbono?
¢ El nivel de éxido de carbono cuando llegara
a 7 unidades?
la demanda de

Funcion de la demanda:

consumo de cierto articulo, viene dada por :

147.

148.

D(p) = —50p + 800
Se expresa en N2 de articulos por mes cuando
el precio de mercado toma el valor de p
délares por unidad.
Construya una gréfica de la funcién de
demanda.
de

compradores del articulo en términos de una

Escriba el gasto total mensual los
funcién de p y realice su respectiva grafica.

Utilice la grafica del literal b) para estimar el
precio de mercado al cual el gasto total en el

articulo es mayor.

Oficina de viajes: una agencia de viajes, ha
estimado que el costo de una viaje para un
grupo de x personas, segun la siguiente
funcioén:
C(x) = 1800 + 30x

Expresado en miles de pesos. Un grupo de
viaje, puede llegar a estar conformado
maximo, por 60 personas. El precio del ticket
por persona es $100.000, mas $2.000 por

cada ticket que no se vendié. Determinar:

La funcién de incorporacién, I(x), de la
compaiiia.

La funcion de ganancia, G(x) , de Ia
compaiiia.

Cudl es la ganancia de la empresa con un viaje

de 50 personas.

Un liquido: Una persona vierte cierto liquido
dentro de un recipiente de 20 centimetros de
altura a velocidad constante, llenandola de

forma completa durante 8 segundos.

CAPITULO II. Funciones



| Matematicas I para Ingenierias, Ciencias Econdmicas y Administrativas

84
|

Seccion 2.1: Introduccidn al concepto de funciones

Segun la figura anterior, teniendo en cuenta la
forma del recipiente y definiendo h e como el
parametro de profundidad del liquido medido en
centimetros, ademas , sea t el tiempo que ha
transcurrido , medido en segundos .
a. Argumentar porque d, se considera una
funcion de t.
b. Definir de manera correcta el dominio y
rango de esta funcion.
c. Representar graficamente la funcién
planteada

149. Desplazamiento: un estudiante que viaja 12
kilbmetros a velocidad constante cada dia
para asistir a la universidad se da cuenta tras
llevar unos minutos conduciendo de que ha
olvidado un trabajo que debia entregar.
Conduciendo mas rdpido de lo habitual pero
siempre a velocidad constante, regresa a casa,
recoge el trabajo y parte de nuevo hacia la
universidad. Asumiendo que los cambios se
hacen de forma instantdnea, dibujar una
posible  grafica que representa el
desplazamiento del estudiante durante este
trayecto, en funcidn del tiempo.

150. Control de temperatura: un termostato es un
dispositivo electromecanico que controla la
temperatura de una habitacién de forma
automatica. La figura siguiente ilustra la forma
como un termostato controla la temperatura
de una casa

Temperatura (°C)

Hora del dia

b)

151.

152.

ol 5 4 & & 10 12 14 16 18 20 22 24

Donde T es la temperatura en Celsius y t, el
tiempo en horas.

Determinar aproximadamente T(7) y T(7).

Si el dispositivo se programa nuevamente
para producir una temperatura H(t) =
T(t — 1), éla gréfica sufriria cambios?
Justificar la aseveracion dada.

Si se vuelve a programar el dispositivo para
producir una temperatura H(t) = T(t) — 1,
éla gréfica sufriria cambios? Justificar la
aseveracion dada.

Las ondas en el agua: en un lago con agua en
reposo, se lanza a su centro un objeto
produciendo ondas en forma de circulos
concéntricos que van creciendo a medida que
se acercan a la orilla. El radio (en centimetros)
que produce la onda, viene dado por r(t) =
4t, alli el valor de t corresponde al tiempo en
segundos pasado a partir de que el objeto
golpea la superficie del lago(agua), por otro
lado, el area del circulo viene dada por la
funcién

A =mr?
Encontrar e interpretar la funcién A(r(t))
Obtener una representacion grafica de la
funcién compuesta.

Automdviles y su forma dindamica. La
potencia P, en caballos de vapor, que necesita
un tipo especifico de vehiculo para vencer la
resistencia del aire es:

P(x) = 0,002v2 4+ 0,005v — 0,029
con10 <v <100
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Donde v es la velocidad del coche en

kilbmetros por hora.

Representar P usando algun graficador WEB.
Reescribir la anterior expresion de forma tal
gue pueda recibir velocidades expresadas en
millas por hora. NOTA. Una milla equivale a
1609 metros.

.Area de sitio de entrenamiento: Se sabe que

cuadrilatero —figura de cuatro lados— tiene un
perimetro de 100 metros lineales.

Bocetar una imagen que representa un
rectangulo en la cual x sea la longitud de su
base y h su ancho.

Escribir el area Ar para el rectdngulo
estudiado en funcion de x y de h.
Representar en forma grafica la funcidn area.
éCudl es el dominio que presenta esta
funcién?

Teniendo como referencia la grafica anterior
halle las dimensiones que originan la mayor

area posible

154. Tiempo. Una persona que se encuentra en un

bote en el punto A a 4 kildémetros del punto
mas préximo de la costa, se dispone a ir a otro
punto B, situado a 6 kildmetros de recorrido
por la costa y 2 kildmetro tierra adentro, tal
como muestra la figura

A '

4 km

(S
=
S

———6km B

Si sabe que la persona tiene la capacidad de
remar con una velocidad de 2 kildmetros por

Seccion 2.1: Introduccidn al concepto de funciones

hora y que tiene la capacidad de caminar a
razon de 4 kildmetros por hora sobre tierra
firme.
Encuentre analiticamente una expresion
algebraica que relacione el tiempo total que le
toma a la persona ir del punto A al punto B en
funcién del parametro x.

Por medio de una herramienta graficadora,
encuentre el valor de x, que minimiza el

tiempo de recorrido

155. Volumen: Se necesita elaborar una caja sin

tapa de volumen mdaximo con una pieza de
carton corrugado cuadrado de 24 centimetros
de lado, recortando pequefios cuadrados
iguales de las esquinas para posteriormente

doblar los lados hacia arriba, formando asi la

caja.
X,
_I |_ Ix ///—//” Ix
/// /—1'/ -~
I\*;‘ /// /// // ////
(%] ~
3 4
] = 24 —2x
24 — 2x

Una persona empieza a construir una tabla
con diferentes valores de alto de la caja y asi
estimar la longitud y volumen de la misma.

Altura Longitud de la
Volumen

x anchura
05 24-2(0,5) 0,5 - [24-2(0,5)]?

’ = 23cm = 264,5cm®
1,0 24-2(1) = 22cm | 1[24-2(1)]? = 484 cm?®
15 24-2(1.5) 1,5 [24-2(1,5)]?

’ = 21cm = 661,5 cm®

a. Completar la tabla usando una hoja de calculo
como Excel u otro programa similar.

b. De forma gréfica obtenga el dominio y
recorrido de la funcion

c. Utilizar el resultado para estimar el volumen

maximo y las dimensiones que lo hacen
posible.
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S S FUNCION LINEAL

Una de las potencialidades del célculo diferencial es su capacidad para
encontrar razones de cambio en cualquier tipo de funcién, en ese sentido es
importante analizar algunas propiedades de las funciones lineales y sus
representaciones gréficas, —las lineas rectas— que corresponden a las
funciones y ecuaciones lineales. La funcion lineal de hecho pertenece a un
grupo de funciones denominadas polinomiales —analizadas con mayor
detalle en la préxima seccién—, sin embargo, se prefiere hacer un estudio
mas detallado de esta funcién, en esta parte del texto con el fin de poder
comprender de forma mas detallada conceptos importantes del célculo.

La pendiente de una recta no vertical cuantifica el nUmero de unidades que
la recta desciende o asciende por cada unidad de desplazamiento horizontal
a la derecha o a la izquierda. Supdngase la figura 2.9.

Al tomar dos puntos sobre la linea recta, es posible cuantificar cuando se
avanza en las ordenadas Ay y cuando se avanza en las abscisas Ax,
obteniéndose de la relacidn de estas dos cantidades, un valor constante en
toda la linea, que realmente no depende de los puntos que se escoja
siempre y cuando pertenezcan a la linea.

Incrementodey > Ay =y, —y;
Incrementode x 2> Ax =x, — x4

Por lo tanto, se puede definir la pendiente de una linea recta como

Definicion 2.5. Pendiente. Sean dos puntos (x1,y1) y (%2,¥V2)
con xi # X, por donde pasa una unica linea, cuya
pendiente, entendida como la razén de cambio de las
abscisas con el cambio de las ordenadas es:

Ay ya—n
m=—=

— Ec.2.1
Ax x5 —x; ! ]

Adicionalmente, la pendiente de una recta, o un plano, esta relacionado con
su angulo de inclinacién, recordando la definicion de tangente, la pendiente
también puede definirse como

m=tan@

Dada la naturaleza de m, es decir de su signo, la linea recta puede ser de
tres tipos tal como se muestra en la figura 2.10.

m = 0 Linea horizontal
m > 0 Linea creciente
m < 0 Linea decreciente

(x2,¥2)
Y2

=f{U

I{_ 2

Ax = x; — x4

/ X1 X3z .

Figura 2.9. Pendiente de una linea
recta
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y=f)

Vi

m>0

v

I

m<0

Figura

2.10.

X

Representaciones

grdficas de funciones lineales con los
tres tipos de pendientes posibles.

Término

independi

Y
|

Variable

dependiente

Figura
canodnica de

2.11.

Término

ente j e
=mx+b

LVariabIe

independiente

Constante

Pendiente mes)

la funcidn lineal.

dependiente

Representacion

Cuando se dice que una linea es creciente se esta estableciendo que cuando
la variable independiente aumenta, la variable dependiente también
aumenta en magnitud, en su contraparte, cuando la funcidn es decreciente,
se estd afirmando que cuando la variable independiente crece, la variable
dependiente decrece. La figura 2.10., ilustra estas situaciones. Para definir
todo el conjunto de puntos que representa la linea recta, que corresponde a
encontrar la ecuacién lineal, existen diversas estrategias, de las cuales se
discuten algunas de las mas utilizadas.

Teorema 2.1. Ecuacion Punto Pendiente: La ecuacion de la
linea recta con pendiente m y que pasa por el punto
(x1,¥1) viene dada por:

y—yi =m(x —xq) [Ec. 2.2]

Esta relacion establece que cuando se conoce la pendiente, y cualquier

punto (xq,y;) por donde pasa la linea, es posible obtener la ecuacién de

esta, ahora, la pendiente se puede obtener de la relacién anterior a esta
conociendo dos puntos, lo que lleva a la expresidn matematica:

Y2~y
y—y1=#(x—x1)

[Ec. 2.3.]
X2 — X1

A continuacidn, se ejemplifican estas situaciones.

Ejemplo 2.8. Encuentre la ecuacion de la linea recta que pasa por los puntos
(_ 1: - 3) y (214)

Solucioén: utilizando simulténeamente las dos ecuaciones anteriores se tiene
que:
4—-(-3)

y—(-3)= 2_—(_1)(x - (D)

simplificando se tiene:

7
y+3=§(x+1)

que corresponde a:

7x 2

Y=373

La anterior relacién es la ecuacion de la linea recta buscada.
Teorema 2.2. Ecuacion intercepto pendiente. La grdfica de una
ecuacion lineal de la forma:
y=mx-+b [Ec 2.4]

Es una linea recta de pendiente m y que corta al eje de
las abscisas en el punto (0, b)
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(0,b)

m=+tan0

A J

Figura 2.12. Intercepto de una ecuacion con las ordenadas.

Todas las funciones lineales definidas en los reales cortan al eje Y sin
excepcion.

Algunas veces las ecuaciones lineales no estan escritas en forma explicita
sino implicita, lo que se conoce con el nombre de forma general y que
tiene la estructura

Ax+By+C=0

Notese que los exponentes que acompafian a las variables son iguales a 1,
lo que permite reconocerla como la ecuacién de una funcidn lineal.

Ejemplo 2.9. Encuentre la pendiente de la ecuacion lineal
6x—3y+9=0

Solucion: Basta con despejar la variable y en términos de x, asi

6x+9 =3y
_ 6x+9
y=73
Finalmente
y=2x+3

La pendiente de esta linea recta es 2 y su intercepto con el eje Y es (0,3)

Razones de cambio

La pendiente de cualquier curva tiene muchas interpretaciones entre ellas
sirve como razén o proporcion y también como un ritmo o razén de cambio,
gue permite tomar acertadamente decisiones importantes. Cuando los ejes
x e y tienen la misma unidad de medida, la pendiente no tiene unidad y la
razén es una proporcion; por otro lado, cuando los ejes tienen unidades
diferentes, la pendiente es una tasa, ritmo o razén de cambio.

El Ultimo Teorema de
Ferrnat.

Figura 2.12.1 Fermat.

Imagen tomada de :
https://aprendiendomatematicas.co
m/el-utlimo-teorema-de-fermat/

Pierre de Fermat fue un
matemdtico francés del siglo XVII,
famoso por su conjetura sobre
ecuaciones diofdnticas que se
conocié como el "Ultimo teorema
de Fermat". La conjetura fue
escrita en el margen de un libro
llamado "Arithmetica”, escrito por
el matemdtico griego Diofanto;
aqui Fermat anoté la conjetura en
latin, y la traduccién al espariol
seria algo como:

“Es imposible descomponer un cubo
en dos cubos, un bicuadrado en dos
bicuadrados, y en general, una
potencia cualquiera, aparte del
cuadrado, en dos potencias de este
exponente. No puedo probarlo
ahora, pero tengo una prueba
verdaderamente maravillosa para
este teorema, que es demasiado
grande para caber en este
margen”, Oré (2015).

En otras palabras, si n es un
niimero entero mayor que 2,
entonces no existen nimeros
enteros a, b y c distintos de 0, tales
que se cumpla la igualdad:

a +b" =c"

En el afio 1996 el matemdtico
Andrew  Wiles, demuestra el
Teorema de Taniyama-Shimura,
anteriormente una conjetura, que
enlaza las formas modulares y las
curvas elipticas con los cuales es
posible la demostracion del ultimo
teorema de Fermat
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Rectas

) Paralelas
7 X
(a)

Rectas
/ pendiculares
N X

m,
(b)

Figura 2.13. Rectas paralelas y rectas
perpendiculares.

Una de las particularidades de las
lineas rectas paralelas es que, al ser
distintas, ellas nunca se interceptan.
Por otro lado, en las rectas
perpendiculares, el dngulo al cual se
interceptan es de 902.

Ejemplo 2.10. La intensidad de la sefial de comunicacidn en cierto conductor
decrece proporcionalmente con la longitud de este; se sabe que en los
primeros 3m la sefial cae un 4,5%. éCudl es el ritmo de cambio de la
sefal respecto a la longitud? Y écudnto habré caido la sefial los
primeros 50m?

Solucion: lo primero es hallar la razén de cambio, haciendo uso de la

pendiente

Razon de Cambio = M
longitud

RC = 4,5%

7 3m

%

R.C=15—

m

Lo que significa que, por cada metro, la sefial cae 1,5%. De esta manera es
posible predecir el porcentaje de caida en 50 m, que corresponde a:

Caida de sefial = 1,5% X 50m = 75%

La sefial, en 50 metros habrd caido 75%.
Rectas paralelas y perpendiculares

En algunas ocasiones las lineas pueden ser paralelas o perpendiculares; en el
caso de las rectas paralelas, sus pendientes son iguales, y no tienen punto
de interseccidn; para las lineas perpendiculares, la interseccién se realiza a
un angulo de 909; las representaciones graficas de estas situaciones se
muestran en la figura 2.13.

Teorema 2.3. Lineas Paralelas y Perpendiculares. Dos rectas
son paralelas o perpendiculares si cumplen con las
siguientes condiciones:

1. Dos lineas rectas no verticales son paralelas si y solo si sus
pendientes son iguales.
my; =m, [Ec. 2.5]

2. Dos lineas rectas son perpendiculares si y solo si el producto
de sus pendientes es igual a —1.
my-m,; = -1 [EC 26]
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Es importante recordar que, para encontrar el punto de corte de dos lineas
rectas no paralelas, existen diversos métodos algebraicos como reduccion
por sustitucidn, igualacién, determinantes e inclusive, para sistemas de 2x2
puede emplearse el método grafico.

Las funciones lineales son ampliamente utilizadas en disciplinas como la
ingenieria, la administracién, la economia y los negocios, representan
diversas situaciones donde las relaciones entre variables son directamente
proporcionales y es en ese sentido que deben ser estudiadas con
detenimiento.

Ejemplo 2.11. Dada la ecuacion de la linea recta 6x —3y+9 =0,
encontrar la ecuacion de una linea recta que pase por el punto (2,3) y
que sea:

a. Paralela. B. Perpendicular.

Solucion: en el problema anterior, se obtuvo la ecuacion candnica llegando a
la expresion:

y=2x+3

Llegando a la conclusion que la pendiente es 2; en la primera situacion, se
tiene una linea recta paralela a esta y en consecuencia la pendiente debe ser
también 2 y utilizando la ecuacion punto pendiente anteriormente definida
se logra:

y—3=2(x—-2)

Simplificando se obtiene:
y=2x—-1

Y expresdndola en forma general se obtiene:
2x—y—1=0

En la recta perpendicular, el producto de las dos pendientes debe ser —1
entonces:

mm,=-12> m2=-1 2 mz—%

La pendiente de la recta perpendicular a la primera linea es —%, asi,
aplicando la ecuacion punto pendiente se obtiene:

3=—=(x-2)
y =73 x
Simplificando se obtiene:

-2 + 4
y=-5%

Expresdndola en forma general se logra:
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2y+x—8=0

La representacion grafica de estas tres funciones se muestra a continuacion.

)
X

Figura 2.14. Rectas paralelas y perpendiculares del problema 2.11.

Notese entre otras cosas, que los coeficientes de las variables son multiplos
entre si y, de hecho, si se dividen estos coeficientes entre ellos, —los
coeficientes de la variable x entre si, y los coeficientes de la variable y entre
si—, deben dar valores iguales.

Ejemplo 2.12. La cerveza es un producto de alta demanda en todo el mundo,
representando para Colombia casi el 70% del total del total del mercado
de licores. En los ultimos cuatro afios el consumo promedio de cerveza
medido en litros por persona se ha venido incrementando
aproximadamente de forma lineal tal como muestra la figura siguiente.

Consumo promedio de cerveza en

Colombia >
-
-
ot
-
-
-t
-
- 47,1
i '
2018 2019 2020 2021 2022

Figura 2.15. Consumo promedio en litros de licor por persona.
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a. Determinar la funcidn lineal del consumo, tomando como referencia los
aflos 2018 y 2021 y estimar el consumo esperado para el afio 2022.

Solucion: dado que el problema establece que se puede tener una funcion
lineal que represente los datos, usando la ecuacion 2.3., y los puntos de
referencia (afio,consumo) = (x1,y;) = (2018,48.8) y el punto
(x4,y2) = (2021,51.48), se llega a la expresicn:

51,48 — 48,8

—4 T
y =488 =T =018

(x —2018)
Simplificando se obtiene:

2,6 13
y—488 =" (x ~2018) > y 488 = = (x - 2018)

Que equivale a:

4og_ 13, 26234 13 25502
— = —x — - =y —
M TR Y= 15T 15

Reemplazando en la anterior expresion el afio 2022, se obtiene:

25502 784
=— =~ 52,27

_ 13 5022
y =15 (2022) - —¢ 15

Por tanto, para el literal a, se espera que el consumo de cerveza en
Colombia, este alrededor de 52,27 litros por persona.

Se deja al lector encontrar la funcidn lineal que representa el promedio en
litros de consumo de cerveza en Colombia, tomando como referencia los
afios 2018 y 2020. épor qué la estimacion no es igual a la anterior?

2 YouTube

DEPRECIACION

La depreciacion es la forma
contable y financiera mediante la
cual se reconoce el desgaste y
pérdida de valor que sufre un bien
debido al uso, deterioro u
obsolescencia que sufre este con el
paso del tiempo.

En el afio 2023 una empresa
transportadora adquiere un
vehiculo nuevo por un valor de
USD 24.000 y estima que este
pierde su valor o deprecia
totalmente a los 15 afos. Si la
depreciacion ocurre de forma
constante, obtener:

a. La ecuacion que representa el
valor de vehiculo en funcion del
tiempo.

b. El valor comercial del vehiculo
en el 2030.

c. El momento para el cual el
vehiculo ha perdido el 60% de s
valor inicial.

SOLUCION
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Ejiercicios Seccian 2.2. Funcian lineal

Responda a las siguientes preguntas y cuestiones.

Responda a las siguientes preguntas y cuestiones justificando su respuesta

1. Expligue desde un sustento tedrico y
geométrico, porque la pendiente en una
linea recta es constante.

2. ¢Bajo qué circunstancias una linea recta no
corta el eje X?

3. ¢Bajo qué circunstancias una linea recta no
cortael eje Y?

4. Demuestre que la pendiente de una linea
recta puede definirse en términos de la
funcién tangente.

5. En términos matemadticos y geométricos,
por qué no existe pendiente de una linea
vertical.

Ejercicios.

6.

Las ecuaciones de la linea recta que no
muestran punto intercepto con el eje Y ées
porque no tienen?

Enuncie y explique tres aplicaciones donde
se evidencie las pendientes y las razones de
cambio.

éExisten rectas paralelas que se corten?
¢Existen rectas perpendiculares que no se
corten?

10. ¢Qué condiciones deben tener dos curvas,

para que se corten en mds de un punto?

En esta seccion usted va a encontrar una serie de problemas tedricos relacionados con el tema visto en
la presente seccion. Resuelva cada uno de la manera mas precisa posible, indicando las propiedades,

principios, teoremas y teorias aplicadas.

Para los problemas siguientes, estime el valor de la
pendiente

11.

—pw B Lo 0D
o

123456 78910

12.

—Mwhu@ﬁ@bﬁa\f‘.
|
Y

' X
12345678910

13.

14.

.—-er.thc\qm\osK{

.—-er.thc\qm\osK{

12345678910
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15.

¥

10

o

8

T

—

s -

4

3

A

1

X
123456 782910

16.

— R Lo 0D,
S o

X
123456 782910

Para cada pareja de puntos, encuentre la funcién
lineal que los representa

17. (0,1) ¥ (3,5) 18. (2,1) y (-3,4)
19. (1L,1) y (-2,2) 20. (3,4) y (1,2)

21. (-32)y(5,-3)  22. (0,-1)y (4,-4)
23. (10,3) y (6,6) 24. (-8,-3) v (7,2)
25. (-3,-1)y (2,-5) 26. (6,-4)y (-4,6)
27. (0,0) y (2,6) 28. (-5,0)y (-3,1)

Grafique las siguientes funciones usando tabla de
valores y saque sus propias conclusiones sobre la
pendiente y los puntos de intercepciéon con los
ejes coordenados.

29. y=2x+2
30. y=—%x—2
31y =2x+2
3. y=—3x—2
33. y=2x+3
34. y=§x+3

Problemas de Aplicacidn

35. y=—§x+2
36. y=12x—3
37. y=§x

A continuacién, se muestran parejas de funciones
lineales, grafique cada par en un mismo plano,
encuentre el punto de corte y corrobdrelo de
forma analitica

38, {y=2x+1

y=-3x+2
y=x—1
39'{ =—-x+2

X
4a{y_3+3

x—2
a1.

42.
1
43, {y =5x +1

3
44{y_5x_4

Dado un punto sobre el plano, determine las
ecuaciones que pasan por el punto de tal forma
que una sea paralela y la otra perpendicular a la
ecuacion dada.

45. 2x+3y =4 (0,0)
46. —x +3y =2 (5,2)
47. 6x—3y =0 (2,-2)
48. 3x — 5y = —1 (0,-4)
49. —x +y =—6 (-2,-1)
50. 5x =2y =-1 (-5,1)

A continuacidon, usted va a encontrar una serie de situaciones problema en diversas areas del

conocimiento (ciencias sociales, ciencias humanas, ciencias aplicadas), las cuales debe interpretar,

modelar y resolver para dar cuenta de la solucién. llustre y explique claramente los modelos propuestos,
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identificando las variables utilizadas, explicando también la estrategia de solucidn y la calidad de la

solucién encontrada

51.

52.

53.

Disefio de una banda transportadora. Un
ingeniero industrial quiere disefiar una banda
transportadora que ascienda 1 metro por cada
6 m de avance horizontal.

Determinar el valor numérico de la pendiente
de la banda transportadora.

Supdngase que la banda transportadora se
necesita instalar en medio de dos niveles de
una manufacturera, determine la longitud de
la banda si el desnivel es de 6 metros.

Algo de geometria. La figura muestra un
triangulo escaleno en el cual uno de los
vértices esta en el origen cartesiano y uno de
sus lados es paralelo y estda sobre el eje
horizontal.

y (a,b)

X
(0,0) (c,0)

Encuentre la ecuacion de la linea recta que
representa cada lado.

Encuentre el intercepto (punto) de las
medianas.

Encuentre el intercepto (punto) de las alturas.
Niveles de temperatura. Las escalas de
temperatura son sistemas de medicién para
cuantificar la intensidad del calor en un objeto
y las tres escalas mas conocidas son Celsius
(°C), Fahrenheit (°F) y Kelvin (K); por su parte
Celsius y Fahrenheit miden la temperatura
relativa a los puntos de congelacién del agua
que es 0°C o 32°F y el punto de ebullicion
100°C o 212°F, ambos a una atmosfera de

presién

54.

55.

56.

Encontrar una expresion a partir de la
informacién dada, que relacione la escala
Celsius (°C) y la escala Fahrenheit (°F)
Convertir 77° F en grados Celsius.

Convertir 50° C en grados Fahrenheit

de
temperatura Kelvin es una escala absoluta

Niveles de temperatura. La escala
utilizada en ciencia y especialmente en la fisica

y en la quimica; se basa en el concepto de cero

absoluto, donde las moléculas de una
sustancia no tienen movimiento térmico.
Encontrar una expresidn analitica que

relacione la temperatura en grados Celsius (°C)
con la temperatura en grados Kelvin (K),
sabiendo que el agua se congela a 0°C o0 273K
y se evapora a 100°C o 373K:

Convertir 300K en grados Celsius con la
expresion anterior.

Convertir 502C en grados Kelvin a partir del
resultado de la pregunta (a).

Dilatacion térmica. Cierto tipo de metal en
forma de alambre se somete uniformemente
al calor y sufre una dilacién lineal aumentando
su longitud segun la expresidn matemitica

L = Ly(1+ aAT)

Donde Lo es la longitud inicial, ¢ es una
constante de dilatacién y AT es el gradiente o
cambio de temperatura. Si la variable
longitud (L) vy la
(M),

para la

dependiente es la
independiente es la temperatura

determine la relacion analitica

pendiente de esta funcion lineal.

Prevencion. Los viaticos son una asignacién de
dinero que una empresa, organizacién o
institucion proporciona a sus empleados o
de

alimentacion, transporte y alojamiento —entre

representantes para cubrir gastos
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57.

58.

otros— durante viajes de negocios o misiones
de trabajo. Una empresa reembolsa a sus
vendedores $150.000 diarios por alojamiento
y alimentacién, a esto le suma $5.000 por
kilbmetro recorrido. Obtener una funcién

lineal que exprese el gasto diario G por cada

vendedor en términos de los kildmetros
recorridos.

Oferta de ascenso. Una empresa
manufacturera le propone a uno de sus

trabajadores un ascenso a través de dos
ofertas; en la primera le pagan $25000 por dia
mds un incentivo de $2500 por articulo
producido, la segunda propuesta, le
ofrecen $18000 por dia mds un incentivo de
$3200 por articulo producido.

Encontrar expresiones lineales que relacionen

en

los salarios por dia en términos del nimero de
articulos producidos, para cada oferta de la
empresa.

Utilizar un graficador WEB para graficar cada
una de estas expresiones y asi encontrar el
intercepto(punto) de estas.

Analizar el significado del punto de corte de
las dos lineas y explicar el contexto en el cual
es mas favorable una de las ofertas con

respecto a las otra.

Devaluacion lineal. La depreciacién es una
disminucién del valor de un activo, como
maquinaria o equipo, debido al desgaste,
obsolescencia o uso a lo largo del tiempo y por
lo general se modela como una linea recta.
Una empresa compra un equipo por USD
6.000 y transcurridos 10 afos el equipo estara
depreciado completamente.

Escribir una ecuacién lineal que relacione el
costo del equipo C, con el nimero de afios x,
donde 0 <x <10.

Dibujar una gafica de la funcién encontrada en
el punto anterior.

59.

60.

61.

Estime el valor depreciado y el valor del
equipo transcurrido dos afios. Corrobore los
datos analiticos con lo obtenido en la grafica.
Estime el valor del equipo transcurrido 11
afios, interprete su respuesta.

Estime en qué momento el equipo vale USD
4.500.

Estime en qué momento el equipo vale USD
3.500.

Alquiler de automoéviles. Una agencia de
vehiculos tiene en patios 50 carros idénticos
para alquilar. Cuando el valor del alquiler
mensual de $1,2 millones, todos los 50
estdn ocupados;
cuando el precio del alquiler sube a $1,5

vehiculos sin  embargo,
millones, el nimero de vehiculos alquilados
desciende a 40 carros. Supdngase una relacién
lineal entre el nimero de unidades alquiladas
(N) y el precio del alquiler (x).

Escribir una ecuacidn lineal y obtener su entre
precio y vehiculos alquilados.

éCuantos vehiculos se pueden alquilar si el
precio es de 1 millén de pesos?

éCudntos vehiculos se pueden alquilar si el
precio es de 1,32 millones de pesos?

éCuantos vehiculos se pueden alquilar si el
precio es de 3 millones de pesos?

éSi la empresa vende 12 vehiculos, ¢Cudl es el
los

costo del alquiler de

emplearlos a todos?

restantes para

Demostracion. Demuestre que la minima
distancia entre un punto (xq,y,) vy la recta
expresada de la forma Ax + By + C = 0 estd

dada por la expresion matematica:

_ |Axy + By, + C|
VA? + B?

d

Oferta. Un almacén de cadena tiene una
mega-promocion, en la cual reduce el precio
de sus articulos un 10%, posteriormente el
gerente decide para la semana siguiente,
aplicar otra promocidn sin eliminar la anterior
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62.

63.

64.

promocién y que consiste en reducir el precio
todos sus articulos en 5 délares adicionales.
Encuentre una expresion lineal que relacione
el precio original de un articulo con su precio
final para la primera semana

Encuentre una expresion lineal que relacione
el precio original de un articulo con su precio
final para la segunda semana.

Una persona compra cierto articulo por 35
dolares, determine su valor de venta para la
primera semana de promocién.

Una persona compra cierto articulo por 40
ddlares, determine su valor de venta para la
segunda semana de promocion.

Supdngase que se compra un articulo en la
primera semana de promocién, si el valor
pagado es de 30 dodlares, cudl es el valor
original del mismo.

Supdngase ahora que el precio final de un
articulo que se compré la segunda semana es
de 31 ddlares, encontrar el valor original de
este articulo.

Impuesto predial. En 2024 el impuesto predial
se ha incrementado de forma constante en un
6% cada afio. Si en el 2018 una familia paga
por $2,000,000,
determinar la cantidad que debe pagar en el
2022.

predial un valor de

Camaras fotograficas. En una venta de Black
Friday, un almacén de cadena reduce los
precios de todas sus cdmaras digitales en %4, y
después ofrece reducir $500.000 al valor
resultante. Si una persona adquiere una
cadmara digital por $4.000.000 durante esta
oferta, encuentre el precio original de la

camara.

Pinturas de arte: Fernando estima que el
precio de venta de cada una de las fotos que
toma, es de USS 100 y para aumentar sus
ventas se asocia con una galeria de artes, la
cual le cobra a Fernando USS 2.000 al mes por

65.

66.

67.

tener las fotos en exposicién, mas una
comisién del 10% sobre las fotos que venda.
Dado este contexto, ¢Cudntas fotos debe
vender Fernando al mes para quedar para

obtener alguna ganancia?

Propiedad. Una finca agricola se destina para
el cultivo de café, platano y mora. El drea de la
region destinada al cultivo de café es dos
veces mas grande que el drea de la region
destinada al cultivo de la mora, y el drea de la
region destinada al cultivo de platano es 4
hectdreas menor que tres veces el area de la
region destinada al cultivo de mora. Si el total
de la superficie de la finca es de 512 hectdreas
cultivables, encuentre el drea de cada uno de
los cultivos.

Parcela. Un jardin tiene forma de rectangulo,
con dimensiones de 20 metros de largo por 10
metros de ancho, y estd segmentado en
cuatro partes; se sabe que dos de las
particiones, poseen la misma superficie, la
siguiente particién tiene una superficie dos
veces mas grande que cualquier de las dos
particiones mencionadas
anteriormente y por ultimo, la cuarta particién

tiene un drea de 20 m?

iguales
superior que
cualquiera de las dos particiones que tiene la
misma area y que fueron enunciadas al inicio
del Dadas
determine de forma precisa la superficie que

problema. estas condiciones,

tiene cada una de las particiones del jardin.

de
estadistica de Estados Unidos, estima que

Llantas usadas. El departamento
anualmente se desechan aproximadamente
455 millones de llantas, las que, por politicas
gubernamentales de los diferentes paises,
deben exclusivamente ya sea almacenarse (se
apilan), reciclarse, incinerarse o exportarse. En

el aflo 2022 el numero de llantas incineradas

1 e
fue de T del total, por su parte los neumaticos

2 .
que fueron exportados fue de > también del
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68.

69.

total y finalmente las llantas que tuvieron que
2
almacenarse fue a suqu vez o Dadas estas

condiciones, determine de forma numérica la
cantidad de neumaticos que se ubican en cada
una de las anteriores categorias.

Lamparas LED. El valor de compra de una

[dmpara fluorescente convencional para
utilizarla durante un periodo mayor a 10.000
horas es de $9.000 y el valor de la factura de la
electricidad consumida para esta ldampara
durante este periodo es de $150.000, por su
parte, se conoce que el valor econdmico de la
de
ahorradora (LED) con una duracién equivale a
las 10.000 horas es de $25.000. Utilizando una

[dmpara LED en vez de una tradicional por

adquisicién una lampara electrénica

10.000 horas, lo que se ahorra en el valor de
compra y el valor de la electricidad es de
$250.000. ¢Cudl es el valor de la energia
utilizando la ldampara ahorradora durante este
periodo?

En muchos
incluyendo Colombia existe para algunos

Bonos de Dotacion: paises

trabajadores, un auxilio o bono de dotacion,
de
que un

consistente al suministro econdmico,
elementos o prendas de vestir
empleador proporciona a sus empleados para
desempenar sus labores de manera adecuada
y segura. Estos elementos de dotacién pueden
incluir uniformes, calzado
equipos de proteccién personal,

elementos necesarios para el desarrollo de la

especializado,
y otros

actividad laboral. Ana es una trabajadora que
recibe subsidio de ropa y adicionalmente
sobre este le otorgan una reduccion sobre el
IVA de forma tal que cuando gasta este dinero
en vestuario, se le reduce en un 7%, sin
embargo, en otras compras con el bono, debe
pagar completamente el impuesto. Ana fue de
compras a un almacén, donde utilizé su bono
para pero
adquiere otras cosas por las que le cobraron el

adquirir  vestuario, también

70.

71.

IVA completo. Si Ana gasté un total de
$650.000 antes de impuestos y pagd un
impuesto total sobre las ventas de $35.000,
determine la cantidad de dinero gastado en
sus compras.

Problema de la Tienda: Una pequefia tienda
vende un producto en particular, para analizar
la relaciéon entre el precio de venta y la
cantidad de unidades vendidas, el gerente
realiza un estudio durante varios meses,
recopilado los siguientes datos:

Cantidad Vendida Precio de Venta (en
(unidades) euros)
0 500
5 450
10 400
15 350
20 300

Sobre un plano cartesiano, ubique los puntos y
trace una gréfica que mejor una los puntos.
Explique cédmo es la correspondencia entre las
dos variables de la tabla.

Obtenga un modelo matematico que relacione
la cantidad de productos vendidos con el
precio de venta de los mismo.

Si el precio de venta es de 200 €, cuantos
productos se pueden vender.

Si la tienda pretende vender 25 articulos, cual
debe ser el precio de venta de los mismos.

Santuario de Vida Animal: En un santuario de
conservacion de vida silvestre, se ha llevado a
cabo un estudio durante varios afos para
monitorear la poblacién de cierta especie de
Se han

animal en peligro de extincion.

recopilado los siguientes datos sobre la
cantidad de animales en el santuario en

diferentes afios:

Cantidad de
Animales

Ao
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2010 50
2012 70
2014 90
2016 110
2018 130

Obtener en un plano cartesiano, la
representacién de los puntos, donde el eje
horizontal corresponda al afio y en el eje
vertical la cantidad de individuos.

Explicar el tipo de relacion entre estas dos
variables.

Obtener un modelo matematico a partir del
analisis anterior, que relacione el afio del
analisis y la cantidad de individuos.

Cuantos individuos hubo en el 2022.

Cuantos individuos habrd en el 2025

En qué afio, la cantidad de individuos llegard a

los 300 especimenes.

Una empresa del sector tecnoldgico, fabrica
celulares y logra estimar que su funcién de

costo de produccion viene dada por la funcidn
lineal:
C(n) = 4500 + 0,5n

Donde C es el costo expresado en millones de
pesos y n es el nimero de celulares fabricados
y vendidos; por otro lado, el precio de venta
de cada celular es de $4.000.000 de pesos.
Obtenga la funcidon de ingresos de la empresa
tecnoldgica por la venta de celulares.

Cudl es el dominio de la funcién, para el cual la
empresa no tiene ganancia.

El punto de equilibrio en economia es el nivel
de producciéon o ventas en el cual los ingresos
totales son iguales a los costos totales, para el
problema dado, encontrar el punto de
equilibrio.

Cual es el intervalo de ventas para el cual la
empresa tendra ganancia.

Obtenga una expresién matematica para la

funcién ganancia.

CAPITULO II. Funciones



| Matematicas I para Ingenierias, Ciencias Econdmicas y Administrativas

100
| Seccidn 2.3: Funciones polinomiales y racionales

FUNCIONES POLINOMIALES Y

2.3 (RACIONALES

En la seccidén anterior se hace una pequeiia introduccién al concepto de las
funciones matematicas con énfasis en las funciones lineales; en esta seccién
y en las préximas se hace una revisidn de algunos tipos de funciones de uso
frecuente en las matematicas, las ciencias y las ingenierias.

Las funciones polinomiales de las que trata el calculo elemental son de la
forma:

() = apx™ + ap_ 1 x™ 1+ an_,x" 2 + -+ ayx? + agx + a
Donde las constantes a son nimeros reales y la constante n es un nimero

natural, el exponente mas grande al cual llegue la funcién determina su
grado y comportamiento:

Funcién constante fx) = a, Conay # 0
Funcidn lineal fx) = a1x +ay Cona; #0
Funcidn cuadratica f(x) = ax? +a;x + aq Cona, # 0
Funcién cubica f(x) = asx®+ ax? + a;x + a Conas; # 0
Funcién 4° grado f(xX) = ayx* +azx® + ax* +a;x+ay Cona, # 0

En esta seccidn se analizan las funciones polinomiales haciendo énfasis en
las funciones cuadrdaticas o de segundo grado.

Funcian Cuadratica.

Otra de las funciones ampliamente utilizadas en diversas disciplinas del
conocimiento es la funcion cuadratica; esta funcion tiene como
particularidad que el exponente de mayor grado es 2.

Definicion 2.6. Funcion cuadrdtica:
polinomiales de la forma:

las  funciones

f(x) =ax?+bx+c [Ec. 2.7]
Representan en forma general, la funcion
cuadrdtica, donde a, b y c son constantes reales y
a = 0.

La representacion grafica de la funciéon cuadratica se obtiene haciendo la
transformacién y = f(x) obteniendo asi una parabola ahora, dependiendo
de la naturaleza de la constante a, la pardbola puede abrir hacia arriba o
hacia abajo, cuando a > 0 la pardbola abre hacia arriba —ver figura 2.16.a—,
cuando a < 0 la pardbola abre hacia abajo; por otro lado, la magnitud de
|a| determina la abertura de la pardbola, entre mas grande sea el valor, mas
cerrada es la pardbola; la figura 2.16.b., ilustra tres funciones parabdlicas
con diferente valor de a, nétese la abertura de las curvas.

a>0

a<0

(a)

(b)

Figura 2.16. Naturaleza de las grdficas
de las funciones cuadrdticas. (a). Sentido
de la apertura de las pardbolas. (b).
Magnitud de la apertura de las
pardbolas.

El valor —a— en funciones cuadrdticas es
un pardmetro importante y determina la
naturaleza de esta. Valores positivos
hacen que la grdfica de la funcion sea
céncava hacia arriba, valores negativos
hacen que la funcion sea concava hacia
abajo. Valores grandes de —a— hacen la
curva mds cerrada (menor radio de
curvatura), valores cercanos a cero
hacen la curva mds abierta (radios de
curvatura grandes)
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A>0
\ / | ,/—~\
\ a > 0 X }?'Iu“_‘f/!./ ;{._l-'uu't?n
saluehgn Solugion f‘ a<0 '\.\\
N lI,-' ‘\‘
(a)

| Solucion

a>0

Solucion

(b)

A<O
la<0
T
| (c)

Figura 2.17. Naturaleza grdfica de las
posibles soluciones de una ecuacion de
segundo grado

Solucidén de una ecuyacidén de segundo grado.

Para que una funcién se convierta en ecuacion, es necesario que la variable
dependiente, tome algin numero real, el cual por lo general es cero; una
vez hecho esto, se precisa encontrar el valor de la variable independiente tal
que se cumpla la igualdad.

f)=y=0
Y, en consecuencia
ax’+bx+c=0

Para resolver esta ultima expresidn, existen muchas alternativas, sin
embargo, una de las mas simples e igualmente utilizadas es la formula
general.

Teorema 2.4. Soluciones de una ecuacion de segundo:
toda ecuacion de segundo grado de la forma
ax?+ bx + ¢ = 0 tiene dos soluciones dadas por:

—b +Vb? — 4ac
X =
2a Ec.2.8
—b —Vb%— 4ac [ ]
X = 2a

Donde a, b y c son numeros realesy a # 0

La expresién dentro del radical recibe el nombre de discriminante,
simbolizado por la letra griega A y determina la naturaleza la solucién

A = b?—4ac

En consecuencia, existen tres posibles resultados para la soluciéon de una
ecuacion de segundo grado:

1. Discriminante mayor a cero (4 > 0): en este caso, la
ecuacion cuadratica tiene dos soluciones reales
diferentes.

2. Discriminante igual a cero (4 = 0): en este caso, la
ecuacion cuadratica tiene una solucidn real.

3. Discriminante menor a cero (4 < 0): en este caso, la
ecuacidén cuadratica tiene dos soluciones complejas.

En términos graficos, solucionar una ecuacién implica encontrar los puntos
de corte con el eje de las abscisas; dada la naturaleza de estos
discriminantes, pueden ocurrir tres casos

1 Es comun afirmar que cuando el discriminante de una ecuacién de segundo grado
es menor a cero, no tiene solucidn real, y aunque esto es cierto es mas preciso
afirmar que las soluciones son complejas, es decir la solucidn tiene parte real y
parte imaginaria.
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Ejemplo 2.13. Dadas las siguientes funciones, transformar en ecuaciones y
resolverlas.
(). f(x)=x*+3x—4
(b). f(x)=5x2+2x+2

Solucion: para convertir una funcién en ecuacion, es necesario primero
igualarla a una constante, por lo general cero, en consecuencia:

x2+3x—4=0

Aplicando la férmula general con a = 1,b = 3.c =-4 se tiene:

_—3-J(3?-4(1)(-4) -3-V25 -3-5
1= 2(D -T2 T2

3432 —-4(D)(—4) —-3+V25 -3+5
2= 2(1) == 3 -1

Para la segunda expresion se tiene que a = 5,b = 2.¢ = 2y aplicando la
férmula general

_2-J@7-43)@) -2-v=36_-2-6i 1 3
= 2(5) T 10 10

-2+/()2-4(5)(2) -2++V-36 -2-6i 1 3.
2(5) - 10 10

Xy =

Ndtese en el primer problema que el discriminante es mayor que cero y en
consecuencia se tienen dos soluciones reales diferentes, lo que corresponde
a la interseccion de la funcidn, con el eje x, en dos puntos. Para la sequnda
funcion, se tienen dos soluciones complejas, lo que implica que la ecuacion
no corta al eje x. En la figura 2.18., se pueden ver las representaciones
grdficas de estas ecuaciones.

Puntos extremos de wna funcidn cuadrdtica.

Los puntos extremos, también conocidos como los puntos de minima o
maxima para funciones reales, son valores definidos en un intervalo
cerrado, tal que la funcidn en ese punto tenga una imagen de mayor valor
qgue en cualquier otro punto o también puede suceder que tenga la imagen
mas pequeiia que cualquier otra en otro punto diferente.

En disciplinas como la ingenieria, las ciencias econdmicas y administrativas,
es especialmente Util encontrar los puntos extremos; supdngase, por
ejemplo, que por algin medio una empresa obtiene la expresién que
relaciona las utilidades semanales dadas las unidades que se fabriquen de
cierto producto, resulta muy deseable encontrar la cantidad precisa de
unidades de tal forma que se maximicen las ganancias, en este caso el
problema consiste en encontrar un punto de mdaxima. Supdngase ahora en

R 0 1
24
Representaciones
funciones del

Figura 2.18.
grdficas de las
problema 2.10.

Notese que la primera grdfica corta
al eje de las x en los puntos (0,-4) y
(0,1), lo que corresponde a las dos
soluciones encontradas. Por otro
lado, la segunda ecuacion tiene dos
soluciones complejas, lo que se
establece que la grdfica NO corta al
eje de las x en ningtin punto.
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otro escenario que se tiene que diseflar un circuito integrado de baja
potencia y que se cuenta con la funcion de transferencia de potencia en
términos de la resistencia eléctrica, en este caso, se precisa hallar un punto
de minima o baja operacién. En la seccién de diferenciacidn y derivacion, se
evaluan algunas estrategias para encontrar de forma analitica estos puntos.

e (x,y,): Punto o . . -
77N Minimo Definicion 2.7. Extremos relativos: Sea f una funcion definida

' en el intervalo cerrado [a, b] que contiene el punto x..

X

1. La funcién tiene un minimo relativo en el punto
(%0, f (x0)) si para cualquier otro punto se cumple que:

f() = f(x0)

2. La funcion tiene un mdximo relativo en el punto
(50, f (x0)) si para cualquier otro punto se cumple que:

b f() = f(x0)

Figura 2.19. Puntos extremos de En el caso de las funciones cuadraticas, facilmente se puede ver que, si la
funciones cuadrdticas. pardbola abre hacia arriba, existe un Unico punto de minima, mientras que,
si la funcion abre hacia abajo, la funcién tiene un punto de maxima. Este
Las  funciones  cuadrdticas 0 punto se puede hallar:
polindmicas de segundo grado
poseen puntos extremos relativos
que pueden ser de mdxima o
minima. Empleando la expresion
mostrada en la ecuacion 2.9., es
posible encontrar estos puntos.

Teorema 2.5. Puntos extremos: dada la funcion cuadrdtica de
la forma f(x) = ax?+ bx + c esta tiene un punto
extremo absoluto en:

b
Xo = P [Ec. 2.9]
El cual:
1. Es un punto extremo de minima si a > 0
2. Es un punto extremo de mdxima si a < 0

Esta situacidon facilmente se puede apreciar en la figura 2.18.

Ejercicio 2.14. Un granjero utiliza 180 metros de cerca para encerrar una
region rectangular con una divisién paralela a uno de los lados, como
muestra la figura, determinar:

a. El ancho a de la region en funcion del largo |, de la region.
El drea total A de la region, en funcion de |.

C. Las dimensiones que dan, a la region encerrada y dividida, la mayor
drea.
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Solucion: Los 180 metros de cerca corresponden al perimetro de la region y a
la longitud del cable que divide los dos terrenos, en consecuencia, dados
los pardmetros del problema, se puede decir:

21l 4+ 3a = 180 lo que corresponde a = 60 —2?[

b. Sabiendo que el drea de una figura rectangular es lado por lado, se tiene
entonces que:

A=1 —l<60 Zl)— 2l2+6Ol = of
=l.-qa= 3)= "3 n

Donde l € [0,90]... épor qué?

c. De la dltima expresion se tiene el drea en términos de la longitud del
terreno y que corresponde a una funcion polinémica de segundo grado

- 2 ,
cuyos coeficientes son a = —3 b=60yc=0, asi, comoa<O0y

aplicando el teorema de los puntos extremos se tiene que:
Figura 2.20. Situacion de problema

=2 0 _4s 60— 2% _ 3 =
= —_—— = —-— = m a= e —— m

2a ) 2 Y 3
3
La figura 2.20., muestra la grdfica correspondiente a la funcion que ot
representa el drea del terreno en términos de su longitud. Notese que solo

existe un unico valor para el cual el drea es mdxima

Funciones polinomiales de orden
superior.

Area (m?)

|
I
|
|
1
|
I
|
I
|
1
I
|
1
I
L

Las funciones algebraicas se clasifican en funciones polinomiales y
racionales, las primeras inician desde la funcién constante hasta las
funciones n—ésimas de orden superior; en las secciones anteriores se
analizaron la funcién constante, la funcién lineal y la funcidn cuadratica
como primeras funciones polinomiales, a continuacion, se establecen
algunas propiedades y caracteristicas para las funciones de tercer y cuarto
orden.

Longiti&d [rnj-

Figura 2.21. Comportamiento del drea
de un terreno, en funcion de su
longitud. Problema 2.11.

Definicién 2.8. Funcion polinomial. Expresiones algebraicas de
la forma:

f(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ -+ ayx? + a;x + ag cona,, # 0
Son funciones polinomiales, donde los términos
An, Ap_1,n_p *** 3,05, a4, Ay SON los coeficientes de la

expresion y el numero entero positivo n, determina el
grado del polinomio

Expresiones con un solo término reciben el nombre de monomios.
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— D

=X

2

1

-1 0 1

=1

2
Figura 2.23. Representaciones
grdficas de varias  funciones
monomicas.
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Ejercicios 2.15. Grafique cada una de las siguientes funciones.
flx)=x fx) =x? f) =x°
fx) =x* fl)=x°

Solucion: La tabla de valores muestra algunos puntos caracteristicos de
estas funciones; se han escogido valores positivos para tabular, sin
embargo, también es preciso encontrar valores negativos para
obtener una buena representacion grdfica.

Tabla 2.2. Valores caracteristicos de las funciones del problema 2.12.

2 3 4 5

X X X
0,0 | 0,0 0,00 0,000 0,0000 0,00000
0,1 0,1 0,01 0,001 0,0001 0,00001
0,2 0,2 | 0,04 | 0,008 0,0016 0,00032
0,5 0,5 0,25 | 0,125 0,0625 0,03125
0,7 0,7 0,49 | 0,343 0,2401 0,16807
1,0 1,0 | 1,00 | 1,000 1,0000 1,00000
1,2 1,2 1,44 | 1,728 2,0736 2,48832
1,5 15| 2,25 | 3,375 5,0625 7,59375
1,7 1,7 2,89 | 4,913 8,3521 | 14,19857
2,0 2,0| 4,00| 8,000 | 16,0000 | 32,00000

X X X

Estas funciones reciben el nombre de funciones monomiales o de un solo
término. Cuando el exponente es par, la funcién monomial es par e igual
sucede para las funciones impares.

El grado del polinomio permite predecir aproximadamente el
comportamiento de este y el coeficiente de la variable con este exponente a
su vez permite aproximar el sentido las concavidades. La figura 2.22.,
muestra estos comportamientos.

e a>0

[CL(U - a<0

T ) )
Graficas de funciones polinomiales de grado par Graficas de funciones polinomiales de grado impar

Figura 2.22. Caracteristicas grdficas generales de las funciones polinomiales

Para las funciones polinomiales se tiene que su dominio son todos los
numeros reales.
Df =R

El rango de las funciones polinomiales de grado impar también son todos los
reales, pero en las funciones de grado par, el rango si esta restringido a
ciertos valores.
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Ceros polinomiales

En la seccién anterior se analizan los puntos de corte de las ecuaciones
cuadraticas con el eje de las abscisas y se llega a una expresién denominada
féormula general; en el caso de los polinomios de grado tres, cuatro, quinto
grado o mayor no existen expresiones directas? con las cuales se puedan
encontrar estas soluciones por lo cual es comun acudir a estrategias como la
divisidn sintética o a métodos numéricos.

(1.0)

Figura 2.24. Grdfica de una funcion polinomial de cuarto grado

Cuando se menciona los ceros polinomiales —también conocidos como
raices, polos o soluciones—, se estd indagando por los valores de la variable
independiente tal que reemplazados en el polinomio lo convierta en cero. La
figura 2.22., muestra la representacion grafica de una funcién polinomial de
cuarto grado

f)=x*+x3—-7x2—x+6

Notese que la grafica corta al eje x en cuatro puntos, x =-3; x =-1; x =
1yx = 2; estos son los ceros polinomiales, ya que reemplazados en la
funcién original hace que esta sea igual a cero; a estos valores también se
les denomina raices y constituyen lo que se denomina factores lineales.

f)=x*+x3—7x2—x+6=(x+3)(x+1)(x—1)(x—2)

Otra particularidad que muestra la gréfica es que la funcién tiene tres
puntos extremos, uno es un minimo absoluto, otro es un minimo relativo y
el otro es un maximo relativo; estos temas se tratan con mayor profundidad
en la seccion de la derivada.

2 La metodologia de Cardano y Tartaglia son alternativas para encontrar las
soluciones a ecuaciones polindmicas de tercer y cuarto grado respectivamente.

PAUTAS PARA GRAFICAR UN
POLINOMIO

1. Factorizar el polinomio para
hallar las raices reales, estas
corresponden a las intersecciones
con el eje x de la grafica.

2. Elaborar una tabla de valores
del polinomio donde se evalule la
variable x en funcién de y, tanto a
la izquierda como a la derecha de
los ceros determinados en el paso
N2 1. Agregue a la tabla el
intercepto con el ejey .

3. Graficar los interceptos y los
puntos ilustrados en el paso N2 2.

4.Establecer la tendencia final del
polinomio.

5. Trazar suavemente una curva
que cruce por cada uno de los
puntos sefialados en el paso N9 3,
la cual represente la trayectoria
final de la gréfica

2 YouTube

Dada la siguiente funcion de
cuarto grado, obtener los ceros o
raices polinomiales.

f(x) = x* — 25x2% + 144
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Funciones racionales.

En aritmética, los nimeros racionales son aquellos que se pueden escribir
como el cociente de dos nimeros reales; de la misma manera, una funcién
racional es aquella que se puede escribir como el cociente de dos funciones
polindmicas.

f(x) = % con q(x)+#0

Son ejemplos de funciones racionales

B x3 —2x%2+4+5x—3 F) = 3x +2
f(x)_x4+2x3—4x2+6x—4 x3 +10x2 — 6x — 8
FQ) = 1 B 2x+5
X s 23 +x—1 F® = a1z —3x+ 10

Las funciones polinomiales y racionales son ejemplos de funciones
algebraicas. Una funcién algebraica de x, es cualquier funciéon que puede ser
expresada con un numero finito de operaciones como sumas, restas,
multiplicaciones, cocientes y radicales que involucren x™, son ejemplos de
funciones algebraicas las ya vistas, pero también pueden ser:

5
f(x) =+v2x*-3 f(x)=\/ﬁ

Ejemplo 2.16. Graficar la funcion:

x+ 3
x2+3x—4

fx) =
Solucion: al factorizar la expresion del denominador, se tiene que
x2+3x—4=(x+4)(x-1)
y asi la funcién no estd definida ni para x = 4 ni para x = -1, puesto que
ocurriria division por cero, el dominio de f(x) es el conjunto de los numeros
reales salvox = 4y x = —1.El unico intercepto de la grdfica con el eje X

estd en (—3,0) que corresponde al cero del denominador.

Para encontrar el intercepto con el eje Y basta tomar a X como cero con lo
cual se llega al punto (0, - 34).

Los signos de f(x) se analizan de acuerdo con las siguientes posibilidades:

v Si x en valor absoluto toma valores muy grandes, entonces S(x) se
aproxima a 0.
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v' Si se toman valores de x aproximdndonos a -1 por la izquierda, la
funcion crece sin parar.

v' Si se toman valores de x aproximdndonos a -1 por la derecha, la
funcion f(x) decrece sin parar.

v Si se toman valores de x aproximdndonos a 4 por la izquierda, los
valores correspondientes a la funcion f(x) decrecen sin parar.

v Si se toman valores de x aproximdndonos a 4 por la derecha, los
valores correspondientes a la funcion f(x) crecen sin parar.

v’ Las rectas verticales x=-1 y x = 4 son asintotas verticales de S(x).

1.24
14
0.84

0.6¢

Figura 2.25. Grdfica del problema 2.13.

No todas las funciones racionales tienen asintotas verticales, tbmese como
ejemplo la funcién racional

fe = x*+1

1.2¢

0.4+

0.2

t + + t

6 5 -4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 6
Figura 2.26. Grdfica de una funcion que no posee asintotas verticales.

Claramente se puede apreciar que el dominio de la funcion son todos los
numeros reales, mientras que el rango estd en el intervalo (0,1). Queda
como ejercicio para el lector corroborar este hecho.
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Ejiercicios Seccidn 2.2. Funciones polinomiales y

racionales

Responda a las siguientes preguntas y cuestiones.

1. ¢Qué semejanzas y diferencias encuentra
entre las funciones y las relaciones?

2. ldentifigue los elementos presentes en
cualquier expresion matematica del tipo

polinomial.

3. Cual seria el grado de la expresidon
matemdtica x2y3z* , justificando su
escogencia.

4. Lla funcion lineal puede considerarse de
naturaleza polinomial?

5. Cuando dos polinomios son sumados o
restados, qué condiciones se deben tener
en cuenta para su reduccion.

6. Explique la estrategia convencional para
clasificar las funciones polinomiales y

Para los siguientes ejercicios, encuentre el
grado del polinomio.

11. p(x)=x%+3x+5

12 p(x) =6x>—4x3+8x+1

13. p(y)=6y*+5y3—2y2+y+1
14.  p(2) =%z4+3z3—%zz+52

15.  p(x,y) = 6x2y3 —y% — 6yx — 4x*y
16.  p(x,v,2) = x%y3z + z*yx®

17.  p(x) =3x® —5x5+3x*—2x3 -7
18.  p(x) =mx®+ex?—V2x+1

19. p(x,y)=x+ 1x2 + 3y?

2
20. p(m)=mn+m?n?+1

Dadas las siguientes funciones cuadraticas,
determine su concavidad.

2. f(x)=2x%2+1
22, f(x)=5x*+4+3x+1
23, f(x) = 6x —2x?

10.

24.

25.
26.

27.

28.
29.
30.
31.

proponga una alternativa para una nueva
clasificacidn de estas funciones.

Qué son los polinomios completos o en su
defecto, los polinomios incompletos.
Establezca algunos ejemplos de cada una de
estas categorias.

Cuando una funcién polinomial tiene la
caracteristica de ser funcion par. Establezca
algunos ejemplos.

Cuando una funcién polinomial tiene la
caracteristica de ser funcidn impar.
Establezca algunos ejemplos.

Describa las caracteristicas de las funciones
cuadrdticas y como se asocian estas con las
pardbolas.

()_1 3 5,
fx—zx 5%

fm)=m?+3m-1
g(n) =\/§n2—5n+g
P(x)=5—x2

V3

f(x) = 16 — /—8x?
f(x) = —[x*+2x—1]
p(x) = (5—x)°

p(x) = —(5 +x)?

Convierta las siguientes funciones en
ecuaciones y emplee el método de
factorizacién para hallar los ceros.

32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.

flx)=x*+4x+3
f(x)=x?>+2x-3
f(x)=x?>—-4x+3
flx)=2x2—-7x+3
flx)=6x%2+3x—-3
f(x) =2x%—5x—12
f(x) =2x%—-9x + 10
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39.  f(x)=12x%—-31x+20
40. f(x) =6x?—11x—10
41.  f(x) =18x%+4+21x+5
42.  f(x) =3x+2x?

43.  f(x)=4x?>-1

44.  f(x) =2x%2-3

45.  f(x) = 5x — 2x?

46.  f(x) = 6x — 2x?

47.  f(x) = 12x — 3x?

Resuelva las siguientes ecuaciones empleando
el método de formula general para hallar los
ceros.

48. x?>+2x+3=0
49. x2-2x+3=0
50. x2-2x—-6=0
51. x*2—-2x-3=0
52. 2x2—2x—-5=0
53. 3x%2—4x-5=0
54, 2x*-3x-7=0
55. 3x2—6x+2=0
56. %x2+2x—12=0
57. %x2+3x+2=0
58. —§x2+4x—1=0
59. x%24+1=0

60. x*2+x+1=0
61. —x*+x-3=0

Dadas las siguientes funciones cuadraticas,
encontrar sus puntos criticos de maxima o de
minima segun corresponda.

62. f(x) = 2x?

63. fl)=x?—-4x+1
64. f(x) =3+2x—x?
65. f(x)=3x2—12x+5
66. fx)=x+2x2-3

67. fim)=-3m?—-4m+5
68. f(n) =4—12n?

69. f(x) =1—5x2

70. f(x) =3x —2x2

71. f(x) =x?+2x

72. F(p) = 2p2 —4p + 3
73. f(x) =24 —9x + 2x?

Dadas las siguientes funciones cuadraticas,
determine su concavidad, su punto critico y
resuelva las ecuaciones correspondientes.
Corrobore sus resultados con la grafica o
representacién geométrica.

74. f(x)=x2—-3x+2
75. f(x)=—-x*+2x-3
76. f(x)=2x*-3x—-1
77. f(x)=3x2—8x+4
78. fx)=4—x+x?
79. flx) =4—x?

80. f(x)=x%-9

81. flx) =x—x?

82. f(x) = 3x?

83. Fx) = =10 + 8x + 2x2

Las siguientes representaciones ilustran
funciones cuadrdticas. Dados los puntos por
donde pasa la grafica, encuentre
analiticamente la funcidn que la representa.

84.

4

CAPITULO II. Funciones



| Matematicas I para Ingenierias, Ciencias Econdmicas y Administrativas
111

| Seccidn 2.3: Funciones polinomiales y racionales

85.

86.

87.

88.

89.
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! =-2x+6
(16) 99, {y ;
y =2x*—3x
=-3x+5
100, Y=
y=x*—2x+3
=5x—-1
101. Y=o
y=2x“—x+3
)
102, y 2x + 2x
y=x“+3x—2
= 2 —
103, y x2 +2x-3
y=x“+3x—2
9,2 _
104, y= Zf tx-1
6 y=3x"—2x—2
(2.5) y=—4x*+3x+6
A 105. )
y=x*+x-—1
=6x%+4x —11
’ 106. y=ox"kax
y=2x“+x—4
4. y=4x?>+4x -9
107. )
10 5 4 2 2 4 y=x“+x-3
ZRAL Yiu it En los siguientes ejercicios, obtener la solucién
(167 (2. -3) para el conjunto de ecuaciones, realizar en un
'4‘ mismo plano sus representaciones geométricas
e interpretar la respuesta
¢ =x%+1
(2.4) 108. {y =X
y=x-1
2
)
109. {y =+
y=x+2
10 0 2 4
95. — 2
/ 110. {y X +2x +1
y=-—x°—x
111, { =x2+x+2
{ | - ! | y=-x*-3x-1
—6, —4 —2.—4 —
( ) ( ) 112, { =x2+x+2
_ﬁf
Los siguientes ejercicios muestran un sistema Describa el comportamiento de cada una de las
de ecuaciones 2x2, encuentre de forma funciones siguientes
analitica los puntos de corte. 113. f(x) =x3+5x
y=x+1
96. {y 241 114, flx)=—x3+x
. {y —3x 41 115. fx) = x3 +x°
' y=x%+1 116. flx) = —x3 +2x5
98 {y =3x—4 4 2
) y=x2_2x 117. f(x):x + x
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118. flx) = —x* +x?
119. f(x) =x%+x*
120. f(x) = x* — x?
Encuentre los ceros polinomiales de las

siguientes funciones

121.
122.
123.
124.
125.
126.
127.
128.
129.
130.
131.

flx) =x3+4x* + 3x
f(x) =x3+2x? — 3x
f(x)=x3+x%—6x
fl) =(*=1Dx*-3)
flx) =x3—4x
flx)=x3—x%—12x
flx)=x3—x%—12x
f(x) = 2x* — 8x?
) =*+x)(x*-9)
f(x) = 5x* — 20x?
f)=1-x*

Problemas de aplicacian .

En

los ejercicios siguientes, encuentre la

funcién polinomial de grado n que tiene los

ceros

polinomiales dados. (Hay multiples

respuestas validas

132. Grado 2; ceros (-1,1)
133. Grado 2; ceros (2,3)

134. Grado 2; ceros (-3,1)
135. Grado 3; ceros (-2,1,3)
136. Grado 3; ceros (-1,2,4)
137. Grado 3; ceros (-3,0,1)
138. Grado 4; ceros (-2,-1,0,3)
139. Grado 4; ceros (-3,-1,1,2)
140. Grado 4; ceros (-2,0,1,3)

A continuacién, usted va a encontrar una serie de situaciones problema en diversas dareas del
conocimiento (ciencias sociales, ciencias humanas, ciencias aplicadas), las cuales debe interpretar,
modelar y resolver para dar cuenta de la solucion. llustre y explique claramente los modelos propuestos,
identificando las variables utilizadas, explicando también la estrategia de solucién y la calidad de la
solucién encontrada.

141.

Funcion de demanda. Una empresa
dedicada a la comercializacién de relojes
inteligentes determina que su funcién de
demanda para una determinada marca esta
dada por la expresién matematica:

p =d(x) = —0,05x% + 0,5x + 60

Donde x representa la cantidad de relojes
vendidos mensualmente y expresado en
cientos de unidades, yp = d(x) representa
el valor de cada reloj expresado en dolares.
Para esta situacion determine:

El precio de cada reloj para el cual ya no
habrd demanda.

La cantidad mensual de relojes que se deben
producir para maximizar su precio.

142.

143.

Funcidon de oferta. la misma empresa del
problema anterior logra determinar que su
funcion de oferta para la comercializacion de
relojes inteligentes de baja gama esta dada
por la expresién matematica:

p =0(x) =0,05x> + 30

Donde p corresponde con el precio por
unidad de cada equipo y x representa la
cantidad de articulos comercializados,
expresado en cientos de unidades. para las
condiciones planteadas en el problema
determine cual es el precio mas bajo al cual
esta empresa comercializadora introducira
los relojes al mercado.

Punto de equilibrio: En condiciones ideales
de mercado y competencia, el precio de un
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145.

Seccidn 2.3: Funciones polinomiales y racionales

producto tenderd a estabilizarse en relacién
con el equilibrio entre la oferta de este y la
demanda que se haga de él; si el precio es
muy alto, en condiciones normales las
ventas tienden a bajar porque el consumidor
no lo comprard, si por el contrario el precio
es muy bajo, el comerciante o el fabricante
no lo producird porque no tendra margen de
ganancia. El equilibrio de mercado es el
resultado de encontrar el punto &ptimo
donde la cantidad producida es igual a la
cantidad demandada, Siendo para este
punto de articulos producidos y vendidos, la
cantidad de equilibrio y el precio que se
asocia a esto se denomina el precio de
equilibrio. Para los dos problemas
anteriores, con sus respectivas funciones de
demanda y oferta, determine la cantidad y el
precio de equilibrio para la comercializacién
de celulares de gama baja. Obtenga una
grafica del problema.

Movimiento Parabélico: Un arma dispara
una bala con una rapidez de 10 m/sa un
angulo de 45°, cuyo movimiento se puede
describir mediante la ecuacién parabdlica

h = x — 0,098x2

Donde x representa el espacio recorrido y h la
altura a la cual sube la bala. Para la situacién
anterior determine:

La altura cuando x = 2m

La altura cuando x = 6m

La altura cuando x = 12m

La altura mayor a la cual sube la bala

El alcance maximo de la bala

Obtenga una representacion geométrica de la
funcién y ubique las respuestas anteriores

Movimiento Parabélico: Un caifidn dispara
una bala con una rapidez de 24 m/sa un
angulo de 60°, cuyo movimiento se puede
describir mediante la ecuacién parabdlica

h =1,73205x — 0,03402x2

Donde x representa el espacio recorrido y h la
altura a la cual sube la bala y cuya
representacion geométrica se muestra a
continuacién:

®ao oo

146.

147.

2dh
e * @
20 - "
. L ]
16 . .
. .
12 . -
.
L ]
8 ]
L
L]
L ]
. L ]
o X
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Para la situacion anterior determine:
La alturacuandox =12 m

La alturacuandox = 36m

La alturacuandox = 50m

La altura mayor a la cual sube la bala
El alcance maximo de la bala

Procesadores de computadoras. Una
empresa se dedica a la comercializacion de
procesadores para computadores de alto
rendimiento y estima que la rentabilidad
estd dada por la expresion matematica

R(x) = —10x* + 2000x

Donde x simboliza la cantidad de unidades
vendidas, y R(x) la rentabilidad expresada
en ddlares. Bajo las condiciones planteadas
por el problema determine la cantidad de
procesadores que debe vender esta
empresa comercializadora para maximizar
su utilidad o rentabilidad.

Calzado masculino. Una fabrica de zapatos
deportivos para hombres determine que la
rentabilidad por la venta de estos elementos
estd dada por la expresion matematica

y = —0,02x2 + 200x

Donde x representa la cantidad de unidades
vendidas, y R(x) la rentabilidad expresada
en ddlares. Bajo las condiciones planteadas
por el problema determine la cantidad de
zapatillas que debe fabricar esta empresa
para maximizar su utilidad o rentabilidad.
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148.

149.

150.

Velocidad del flujo sanguineo. La velocidad
con que circula el flujo sanguineo en el

. . . cm
interior de la arteria en — para un ser

humano, estd dada por la ecuacion de
Poiseuille que establece:

v=k(R?-1?

Donde k es un valor fijo, R el radio de la
arteria (expresado en centimetros), r es el
punto donde se quiere determinar la
velocidad del flujo sanguineo y que se mide
con respecto al centro de la arteria. Para
esta configuracion dado que k=1000 y se
tiene una arteria de 2 milimetros de radio,
estime la velocidad con que viaja el flujo
sanguineo a 1 milimetro del centro de la
arteria.

Velocidad del flujo sanguineo. Para el
problema anterior, conociendo la ecuacién
de Poiseuille:

v=k(R?-12%)

Obtenga para k = 800, y R = 4 milimetros:
La representacidon grafica de velocidad del
flujo sanguineo contra posicién de la
medida.

La velocidad del flujo sanguineo en el centro
de la arteria.

La velocidad del flujo sanguineo en el
extremo del radio de la arteria.

La velocidad del flujo sanguineo en el punto
medio de la arteria.

la figura muestra un tanque en forma
cilindrica que contiene agua hasta una altura
h medida desde la base del cilindro. En este
se perfora un pequefio agujero a una
distancia y medida desde el nivel del agua,
por lo que el liquido empieza a salirse con
una velocidad dada por la ecuacion de
Bernoulli.

v =429y

Y el chorro cae a una distancia x de la base
del cilindro, que se puede modelar por la
relacidon matematica:

x=2y(y —h)

Donde g es la gravedad —considérese igual a
10 m/s’>-, las distancias expresadas en
metros y la velocidad de salida del liquido en
el agujero dado en m/s. (Ver figura)

Con las expresiones definidas anteriormente
y un cilindro que tiene agua con una
profundidad de 1 m, encuentre:

La representacion geométrica de Ia
velocidad de salida en funcién de la altura o
de nivel de liquido.

La representacion geométrica del alcance
del chorro en funcién de la altura o nivel de
liquido.

La posicién del agujero para que el chorro de
agua caiga lo mas lejos posible del cilindro.
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FUNCIONES Y ECUACIONES

2.4 | TRIGONOMETRICAS

La trigonometria es una disciplina en las matematicas, que en primera
instancia estudia las relaciones geométricas entre lados y angulos en
tridngulos, pero que se extiende a diversas disciplinas y puede aplicarse tanto
en contextos académicos, pero también en contextos situacionales reales. El
estudio de la trigonometria inicia con el concepto del angulo y las diversas
formas que existen para medirlo.

Definicion 2.9. El dngulo: es la amplitud de rotacion que
describe un segmento rectilineo en torno de uno de sus
extremos tomado como vértice desde una posicion inicial
hasta una posicion final.

Si la rotacién es en sentido levogiro (contrario a las manecillas del reloj), se
considera el angulo positivo. Si la rotacion es en sentido dextrégiro (conforme
a las manecillas del reloj), el d4ngulo se considera negativo. Existen tres formas
basicas de medir dngulos, el sistema sexagesimal, el sistema radian y el
sistema hexagesimal.

El sistema sexagesimal, divide la circunferencia en 360 partes iguales y cada
parte la denomina grado, posteriormente toma cada grado y lo divide en 60
partes iguales y a cada una se le da el nombre de minuto, cada minuto a su
vez es dividido en 60 partes y cada parte recibe el nombre de segundo.

El sistema radian, es el sistema natural de medida de angulos y se define
como:

Definicion 2.10. El radidn: es la unidad de dngulo plano
equivalente a un dngulo cuyo arco posee igual longitud
que el radio.

Uno de los aspectos interesantes es que, si se toma media circunferencia de
cualquier radio, sin importar el tamafo, siempre hay el mismo nimero de
radios y a este nimero se le asigné un simbolo, pi = m. Una forma
equivalente de verlo es tomar el perimetro de la circunferencia —la longitud
total de la circunferencia— y se divide entre el didmetro, sin importar las
dimensiones de esta circunferencia, el cociente siempre es el mismo.

1t =3,14159265358979323846264338327950288419716939937510 = 180°

Conversion entre sistemas para medir
angulos

En la conversidén de un sistema de medida angular a otro se pueden usar
diversas estrategias, sin embargo, recordando que m = 1809, es posible usar
este factor de conversion.

Angulo: es la abertura entre dos
lineas de cualquier tipo que
concurren en un punto comun
llamado vértice.

Segun la abertura los dngulos se
clasifican en:

Agudos: dngulos menores a 902
Rectos: dngulos iguales a 902
Obtusos: dngulos mayores a 902
pero menores a 1802

onpwerC
Figura 2.28. El numero i

Perimetro
—— =3,14159....
Diametro

CAPITULO II. Funciones



| Matematicas I para Ingenierias, Ciencias Econdmicas y Administrativas

117
| Seccidn 2.4: Funciones y ecuaciones trigonométricas

Ejemplo 2.17. Pasar a grados, los siguientes dngulos expresados en radianes:

Aunque este ejemplo da como resultado valores enteros, no
necesariamente las respuestas a todos los problemas dan de esta
manera.

A continuacion, se plantea un ejemplo de conversion de sistema radidn a
sistema sexagesimal

Ejemplo 2.18. Pasar a radianes, los siguientes dngulos expresados en grados:

135°, 220°, 45°

g opeT

Solucion: empleando el factor de conversion se tiene:

Figura 2.29. Lados en un tridngulo 1802 180° 4
rectdangulo.

T 220°r  11m
Si se toma el angulo a como dngulo 220°=220° (1809) ~180° 9
de medida, entonces

T 45°t m
Lado A = Cateto adyacente 45° = 45¢ (180") = 1802 = Z

Lado B = Cateto opuesto

Lado C = Hipotenusa . ) )
Notese que las conversiones de un sistema al otro se pueden hacer por

Por otra parte, si se toma el dngulo medio de una regla de tres simple directa.
B como dngulo de medida
entonces

Las Funciones trigonomeéetricas
Lado A = Cateto opuesto

Lado B = Cateto adyacente

. Hay dos formas de definir las funciones trigonométricas, una es empleando
Lado C = Hipotenusa

las razones entre dos lados en un tridngulo rectangulo, la otra es usando el
punto terminal de un segmento que describe una circunferencia en un plano
cartesiano. Dado que se pueden tener hasta seis relaciones para un triangulo
entonces existen ser relaciones trigonométricas: seno (sen), coseno (cos),
tangente (tan), cotangente (cot), secante (sec) y cosecante (csc), las cuales se
definen a continuacion.
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Definicion 2.11. Las funciones trigonométricas dado un
tridngulo rectdngulo. Dado un tridngulo rectdngulo,
donde 0 < 6 < gentonces:

cat.opuesto cat.adyacente

sen =—— cotf=———
hipotenusa cat.opuesto
cos6 hipotenusa

cat.adyancente secf = —— [Ec. 2.10]
= - cat.adyacente
hipotenusa

cat.opuesto hipotenusa
tang = ——— csc =————
Adyacente cat.opuesto

En los problemas de aplicacién normalmente se utilizan las tres primeras
relaciones trigonométricas.

Definicion 2.12. Las funciones trigonométricas circulares. Dada
una circunferencia de radio r, donde 6 es cualquier dngulo

entonces:
x
senf = V cotf =—
r y
x r
cos O =— sec =— [Ec. 2.11]
r x
r
tan 6 = Y cscl =—
x y

Estas definiciones son especialmente Utiles para resolver problemas que
tiene en su contexto triangulos rectangulos

Resolucion de triangulos rectangulos
usando trigonometria

Tal como se expresoé anteriormente las funciones trigonométricas tienen un
campo de aplicacion muy amplio en las matematicas, en las ingenierias y las
tecnologias especialmente, por tanto, la comprensién de los contextos donde
se desarrollan facilita la solucion de diversos problemas de naturaleza
académica o practica. El siguiente ejemplo pide solucionar un triangulo lo que
implica determinar el valor exacto de todos los angulos y de todos los lados
de la figura.

(@]

j+¥]

—+

& &
o o
S/ o
v =
[

w

—+

o]

0

Cateto Adyacente

Figura 2.30. Trigngulo rectdngulo
para la definicion 2.11.

Figura 2.31. Circulo
trigonométrico para la definicion
2.12.

SUMA DE LOS ANGULOS
INTERNOS DE UN TRIANGULO

Figura 2.32. La suma de los
dngulos internos de cualquier
tridngulo es igual a ™ o 180°

a+p+y =180
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Teorema de Pitagoras

¢/ |b

a

Figura 2.33. Tridngulo rectdngulo

Para un triagngulo rectdngulo la
semisuma de los cuadrados de los
catetos es igual a la hipotenusa al
cuadrado.

a’+ b* = c?

Funciones
Trigonomeétricas
inversas

Al igual que las funciones
polinomiales, las funciones
trigonométricas tiene inversa
en regiones especificas de su
dominio; a manera de ejemplo
considérese la funcion
trigonométrica seno

y =senx
La funcién inversa del seno es
-1 —
sen""y=x

Que también se abrevia como
arcoseno

arcseny = x

| Seccidn 2.4: Funciones y ecuaciones trigonométricas

Ejemplo 2.19. Resolver los siguientes triangulos rectdngulos

309

12

[] I

4 5

(a) (b)
Solucion: para el primer tridngulo ndtese que se tiene un dngulo y el lado
opuesto, renombrando los datos desconocidos se obtiene:

Dado el angulo y el lado opuesto, se puede usar
la relacién seno
30°
o —__
sen30° = - m n
Despejando se obtiene
4 o
m=——7-—= 8 4
sen 30 Figura 2.34.

Con los datos que se tienen, existen diversas formas de encontrar el lado
restante.

n
cos 30° = —
m

Pero como se conoce a m, despejando a n se obtiene:

8v3
n=mc0530=800530=T=4\/§z6,93

Finalmente, el dngulo restante se puede obtener por medio de una relacion
inversa —que se ve en el siguiente problema— o usando el teorema de la suma
interna de los dngulos de un tridngulo.

30°+90°+ a = 180 - a = 60°
B. Renombrando los lados se logra.
La hipotenusa h se puede obtener usando el
teorema de Pitdgoras. ‘
h? =524 12% = 25+ 144 = 169 12

Por tanto A a

h=+v169 =13 5
Figura 2.35.
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Sin embargo, para los dngulos, se debe usar una relacion trigonométrica
inversa, que puede ser:

5
=tan"!— =~ 22,62°
@ =tan”'

Finalmente, el dngulo restante se puede obtener por medio de la suma de los
dngulos internos:

22,62°+90°+ =180 - p=6738°

Con lo cual el triangulo queda totalmente resuelto

Ejemplo 2.20. Desde lo alto de un cerro Pildn de 240 m.s.n.m en la Guajira
colombiana, se situa un puesto de vigia para monitorear los barcos
que pasan frente a la costa. En un determinado dia el vigia divisa dos
embarcaciones con dngulos de depresion de 15° y 23°
respectivamente. Encuentre la distancia entre las dos embarcaciones.

\igia

Figura 2.36. Grdfico del problema 2.16.
Imagen adaptada de : https://www.uaeh.edu.mx/docencia

Solucion: como puede apreciarse, existen dos tridngulos rectos y sabiendo que
los dngulos alternos internos entre lineas paralelas son iguales entonces
se tiene la siguiente figura.

Vigia
)
Py
~ f"f'
-
- - ""‘ ™)
- -~ P
- -
- - "l‘ o
- - d”’ 3
- ""
- -
- -
BoteA _ -y . BoteB.~ \23”
- 5 T I_
R -

&

&

v

X

N
>

v

ra
<

X2
Figura 2.37. Interpretacion grdfica del problema 2.16.

Es de interés para el problema encontrar la distancia x que se puede obtener
de la expresion

Tabla 2.3. Relaciones
trigonométricas  para  dngulos
notables

30° | 45° | 60°
Sen E @ E

2 2 2
Cos E g @

2 2 2
Tan E 1 V3

3

o |5 |8 |k
Sen 0 1 0 -1
Cos 1 0 -1 0
Tan 0 [ | 0 | oo
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X=Xy —Xq
Por tanto, se debe encontrar las distancias x, y x; y usando la definicion 2.11.,
0 2.12, se tiene

240 240
tan15 = — tan23 = —
X2 X2
X, tan 15 = 240 X, tan 23 = 240
240 240
X2 = tan 15 X2 = tan 23
x, = 895,69 m x, = 561,41m

La diferencia entre estas dos distancias es la distancia que existe entre los
botes
x =~ 895,69 — 561,41 = 330,29 m

Es un valor aproximado ya que se usa una aproximacion a al centésima.
Teoremas Trigonometricos

Las relaciones trigonométricas en su presentacion mas simple permiten
resolver exclusivamente tridngulos rectangulos, para tridngulos que no son

rectangulos, se deben aplicar dos teoremas a saber:

Teorema 2.6. Teorema del seno: para todo tridngulo se
cumple la relacion —ver figura 2.38—

4 b ¢ [Ec. 2.12]

send senB senC

En el teorema se aprecian dos igualdades y segun la naturaleza del problema
se puede escoger cual igualdad utilizar; por otro lado, en teorema se aplica
especialmente cuando se tienen dos angulos y un lado o cuando se tiene dos
lados y el angulo opuesto a uno de ellos.

Teorema 2.7. Teorema del coseno: para todo tridngulo se
cumple la relacion:

a® =b?+c? —2bccos A
b? = a® + c®> — 2ac cos B [Ec. 2.13]
c*> =a?+ b?>—2abcosC

Una consecuencia de las definiciones anteriores, son las identidades
trigonomeétricas, estas son relaciones entre las diferentes funciones, que son
de mucha utilidad al momento de simplificar expresiones o de resolver
ecuaciones.
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Ejemplo 2.21. Resuelva los siguientes triangulos NO rectdngulos.

200 ‘

42:) ~ (b) u YouTube

Solucioén: recordando que solucionar un tridngulo implica encontrar el valor
de todos los lados y todos los dngulos, para el caso (a) se tienen dos Resolver el siguiente tridngulo no

dngulos y un lado siendo viable el teorema del seno. rectangulo
5 x
sen40 sen20
Despejando
5sin 20

sin40

Reduciendo
x =~ 2,66 Figura 2.39

Sabiendo que la suma de los dngulos internos de un triangulo es 180°, el
dngulo a = 120° y aplicando de nuevo el teorema del seno —se puede
igualmente aplicar el teorema del coseno y se llega al mismo resultado—, se

obtiene:
5 Yy
sen40  sen120
Despejando
5sen120 B
sen40

Reduciendo x = 6.73
Para el segundo triangulo, resulta conveniente usar el teorema del coseno.
x*=8%+7>—-2-8-7-cos25~ 11.49 ‘
Cuya raiz es x = 3,39

Para sacar los dngulos internos se puede usar tanto
el teorema del coseno despejando, como el teorema
del seno, sin embargo, se prefiere este ultimo por la
simplicidad al momento de hacer los cdlculos Figura 2.40.

339 7 8
sen25 sena senf

Despejando se obtiene:

7 sin 25 0.873
=— - =
sena 339 sena ,

Por tanto a = arcsen 0,873 = 60,77°
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Con un procedimiento similar se puede obtener el dngulo que da f = 94.23°

Identidades trigonometricas

Las identidades trigonométricas son relaciones matematicas de igualdad
entre expresiones que contienen funciones trigonométricas; su importancia
radica en el hecho que permite hacer transformaciones de una expresion en
otra que explica mejor el comportamiento de un sistema o de un objeto, por
otro lado, desarrolla habilidades de pensamiento como andlisis y la sintesis
entre otras, fundamentales para la comprensién y solucién de problemas.

Las identidades se agrupan por funcionalidad tal como se muestra en las
siguientes relaciones

Identidades reciprocas Identidades de Férmulas de angulo
cociente medio
to ! senf
cotf =
tan 6 = 1—cos26
tail 9 cos 6 sen?0 = —
secl =
cos 0 cos 0 20—1+C0526
1 cot@ = cos"o = 2
cscl = sen@
sené6
Identidades pitagéricas Suma o diferencia de dos angulos
sen?8 + cos?6 =1 sen(a + B) = senacosf + senf cosa
tan?0 + 1 = sec? 0 cos(a + B) = cosacos B F senf sena
29 = 2 tan a tan
1+ cot“8 =csc*0 tan(a + B) = B

1+ tanatanp

Reduccién
sen(—0) = —senf senf = —sen(6 — m)
cos(—0) = cos 6 cos B = —cos(0 —m)
tan(—60) = —tanb tan @ = tan(6 — m)

En las identidades trigonométricas se busca demostrar, por medio de
procedimientos analiticos que un lado de la ecuacién es igual al otro lado, sin
trasponer términos de un lado al otro —no porque sea incorrecto sino para
poder demostrar la equivalencia—, a continuacién, se muestran algunos
ejemplos.

Ejemplo 2.22. Demuestre la siguiente identidad:

1+seca_cosa+1

1—seca cosa-—1

Solucion: una recomendacion que frecuentemente resulta util es llevar todas
las funciones a términos de senos y coseno. Por tanto, usando las
identidades reciprocas se tiene:
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1
1+m_cosa+1

1 cosa—1
cosa

Sumando las fracciones se llega a:

cosa+1

“cosa_cosa+1

cosa—1 _COS{Z—l
cosa

Aplicando la ley de extremos y medios se obtiene:

(cosa+1)cosa cosa+1

(cosa—1)cosa cosa—1
Cancelando los factores en el numerador y denominador se obtiene

cosa+1 cosa+1

cosa—1 cosa—1
Que es una igualdad y comprueba la identidad.
Ejemplo 2.23. Demuestre la siguiente identidad.

2senfcosf —cosf
= cotd

1 —sen® + sen®8 — cos*6
Solucién: organizando el denominador se obtiene:

2senfcosf —cosf

= cotf
(1 — cos?0) —sen B + sen? 0 c°

Aplicando una de las identidades trigonométricas

2senf cosf — cosB
= cotf@

sen®6 —sen 8 + sen?6

Reduciendo

2senfcosf —cosf
= cot@

2sen?0 — sen @

Factorizando
cosf (2senf — 1)

= cotd
senf (2senf — 1) co

Cancelando los paréntesis se comprueba finalmente la identidad

= cot@

senf
Que corresponde a igualdad

Ace rtijo

Imagen tomada de :
https://clipart-

library.com/

1. Un oso camina 10 km
hacia el sur, luego, 10
kildbmetros hacia el oeste,
finalmente otros 10 km
hacia el norte. éDe qué
color es el oso?

Ingenio.

Imagen adaptada de :
https://pixabay.com/es

2. De un solo trazo recto,
tache dos cifras y deje
cortado el reloj en dos
partes, tal que manera
que la suma de los
nimeros de un lado de
igual que la suma de los
del otro.

CAPITULO II. Funciones




| Matematicas I para Ingenierias, Ciencias Econdmicas y Administrativas

125
| Seccidn 2.4: Funciones y ecuaciones trigonométricas

Solucian de ecuaciones
trigonometricas.

Resolver o solucionar una ecuacién, es encontrar todos los valores que
vuelven cierta una expresion; en el caso de las funciones trigonométricas, se
debe prestar mayor atencidn puesto que por lo general, se involucran
diversas funciones.

Estrategia para resolver una ecuacion trigonométrica.

1. Identificar muy bien la variable de interés.

2. Cuando existan mds de un tipo de funcidn trigonométrica,
escoger una sola y transformar las demds funciones en la
funcion escogida; para eso se pueden usar las identidades.

3. Simplificar la expresidn, reduciéndola al mdximo posible.

4. Resolver la ecuacion, teniendo en cuenta soluciones en
otros cuadrantes.

5. Probar cada una de las soluciones en la ecuacion original
para analizar si son consistentes.

Ejemplo 2.24. Resuelva la siguiente ecuacion trigonométrica.
cos?0 +senf =1

Solucion: De las identidades pitagdricas se lleva la expresion a términos de

senos.

1—sen?0 +senf =1
Reduciendo esta expresion se llega:
—sen?0 +senf =0
Al factorizar:

senf (—senf+1) =0

Con lo cual se tienen factores igualados a cero, lo que implica que para que la
ecuacion sea cierta, cada factor, o todos, tienen que ser cero, asi:

senf =0,

Lo cual es cierto para:
6=0y0=m

El segundo factor también se iguala a cero, lo cual lleva a:
—senf+1=0 2 senf =1
Esta ultima expresion es cierta para:

9_7’[
2
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Finalmente, la ecuacion tiene tres soluciones en el intervalo de [0,2r)

Ejemplo 2.25. Resolver la siguiente ecuacion trigonométrica.

2 YouTube

Resolver la siguiente ecuacion
trigonométrica.

3tanx = 2cos x

Solucion: llevando todos los términos a senos y cosenos se tiene:

3senx ) )
=2c0sx in?x — =—
o5 x sin“x — cos“x = >
Despejando
3senx = 2cos?x SOLUCION

Usando las identidades trigonométricas se obtiene

3senx = 2(1 — sen®x)

Reorganizando se obtiene:
2sen*x+3senx—2=0

Esta ecuacion se puede resolver tanto factorizando como utilizando la formula
general cuadrdtica.

ax’+bx+c=0 - 2sen’x+3senx—2=0

_ —b+Vb?—4ac o —3+4/(=3)2-4(2)(-2)
x = > 3 sinx = )

Lo que lleva a plantear dos soluciones posibles

_3-5_-8_
senx = 4 —4—

Como la funcion seno nunca es mayor a 1 o menor a —1, esta respuesta no
tiene solucion

_—3+5 2 1
senx=—r-—=7,=7

En consecuencia:

1

X = arcseni

Tiene dos soluciones a saber: x = 30° ox = 150°
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Graficas de las funciones

trigonometricas

Se dice que una funcidn es periddica si se repite cada cierto momento, es
decir, tiene las mismas caracteristicas en determinadas partes de su dominio.
Las funciones trigonométricas tienen una particularidad, y es que son
periddicas; la funcidn seno, coseno, secante y cosecante tienen como periodo
21, mientras que las funciones tangente y cotangente tiene como periodo 1.
A continuacién, se muestran las gréficas de las seis funciones trigonométricas.

y =sinx

Funcidn seno
Continua
Oscilante
Dominio: R
Rango: [—1,1]
Periodo: 21

Funcidn coseno
Continua
Oscilante
Dominio: R
Rango: [-1,1]
Periodo: 21

Funcidn tangente

J

Discontinua
Creciente

.. m 3w
Dominio: R — {5,7
Rango: R
Periodo:

Funcion cotangente
Discontinua
Creciente

Dominio: R — {0, 1t}
Rango: R

Periodo:
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h Funcién Secante
Y 4 Discontinua
- Oscilante
.. w 31
T Ty vy DomneR- (53]
M 1 3 3 B e Rango: R- (-1,1)
% 15 // Periodo: 21
\ i
\\ 2s |
) : ! Funcién Cosecante
2 _ 51 | Continua
y =CsCx | f Oscilante
e Dominio: R — {E 3—”}
) 2’2
W . 2 % & % Rango:R- (-1,1)
e asl n " 3u n S 3n .
= I 7 7 Periodo: 21
P N ag

|25t
14
: !

Figura 2.41. Grdficas de las seis funciones trigonométricas.

Las graficas mostradas en la figura 2.41., son las formas de las curvas mas
generales cuando las funciones son simples. Cuando aparecen constantes
numéricas en las expresiones, es posible que cambien las amplitudes o las
longitudes, sin embargo, las formas de las curvas se conservan, de ahi la
importancia de estudiar el comportamiento de las seis funciones
trigonométricas.

Ejemplo 2.26. Analizar el comportamiento de las funciones.
f(x) =sinx f(x) =sin2x

Solucion: graficando estas funciones se obtiene.

Figura 2.42. Grdfica del ejercicio 2.22.

Se aprecia que entre mds grande sea el factor del argumento —parte interna
de la funcion que en algunas disciplinas recibe el nombre de frecuencia
angular—, mds oscilaciones da la misma.
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Ejemplo 2.27. Analizar el comportamiento de las funciones:
f(x) =senx f(x) =2senx
Solucion: Graficando estas funciones se obtienen.

7 Ny =sin 2% 2 N
\

450

Figura 2.43. Grdfica del ejercicio 2.24.

Como conclusion, al multiplicar por una constante la funcién aumenta su
rango o amplitud;
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Ejercicios seccian 2.4.

trigonometricas.

Exprese en radianes, cada uno de los siguientes

angulos

1. 6=25° 2. 06=72°
3. 6=24 4 ©=225°
5. 6=330° 6. 0©6=150°
7. ©6=180° 8. B6=45°
9. ©6=200°

Exprese en grados cada uno de los siguientes
angulos.

1o.¢9=37’r 11.9=2?”
12.9=4?” 13.9=6?"
14. =2 15.9:8?”
16.9=§ 17.9=§
7T
18. ==
g
C a

Para cada situacion, encuentre los datos faltantes
de tabla que se muestra a continuacién. Recuerde
que la imagen no esta a escala y tampoco es
proporcionada con los valores de cada punto.

a b c a B
19 1 45°
20 3 30°
21. 6 37°
22. 5 45°
23. 9 20°
24 12
25 40 40°
26 48 38°
27. 6 35°
28. 9 23°
29. 50 40°
30. 16 53°

Funciones 4y ecuaciones

31. 12 70°

32. 28 30°

33. 12 16

34. 10 | 15

35. 12 | 18

36. 20 | 36

37. 24 28

38. 16 20

Los tridngulos que se muestran a continuacién no
son rectangulos. Con los datos indicados,
encuentre el valor de todos los lados y de todos los
angulos. Recuerde que la imagen no estd a escalay
tampoco es proporcionada con los valores de cada
punto.

S a
b/ c
/ \
ANk
a
a b c a 15 14
39. 1 1 50°
40. 7 6 75°
41. 12 11 60°
42. 40 50 80°
43. 12 14 70°
44, 8 7 74°
45, 10 12 65°

Los tridngulos que se muestran a continuacién no
son rectangulos. Con los datos indicados,
encuentre el valor de todos los lados y de todos los
angulos. Recuerde que la imagen no estd a escalay
tampoco es proporcionada con los valores de cada
punto.
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m n p a B 4 68. sinx—cosx=0
46. 8 12 100° 69. sen?B+cosf—1=0
47. 8 14 120° 70. cscx =secx
48. | 12 | 20 18° 71, sinx —v2 = —sinx
o 1
43. 4 / 20 72. c0s?@ +cosO = >
50. 300 | 280 | 140°
51. 12 8 24° 73. senx+cos2x =1
52. 12 10 16 1
74. cos?x — sen?x = 3
.Com|:?ruebe Qe fornlwa. analitica las siguientes | 75 0syx —sinx =1
identidades trigonométricas
53. cosfOtanf =sinf 76. senx—Zcost:—E
2
54, 1+sin9=ﬂ 77. tan260 = —tan8
1—sin@
78. cos2x+5cosx+3=0
ing tan @ 0
55. sinf = ——= _
1+ tan? 0 79. cosi—cose—l
56 Sece_l—sin@ 80. cosx+2sin®x =1
. ———=
sec” @ 81. 2cos?’x =3 —3sinx
57 sect ing 82. sinxcosx = 1
. ————=5in . ==
tan @ + cotd 2
83. 4sen’xtanx —4sen’x —3tanx+3 =0
53 V1 —sin?6
©ocotd = sin 0 84. 4sen(x —30)cos(x —30) =3
59.  secf 4 tand = cos ¢ 85. 2sin’x =2+ cosx
1—sin@
86. tan’x+4tanx—4=0
60 cos?6 + 2sinf
-+ 2tanf +cosf = c0s 0 87. 4cos’x—4cosx—1=0
cosa —cosf  sina—sinf
61. sina +sinf T cosa + cos 8 Realice sobre un mismo plano, las graficas de las
1 funciones que se muestran a continuacion,
62. + =tan® + cot@ posteriormente analice el comportamiento de cada
tané  cotf una y concluya las variaciones que se obtienen
14+sinf 14sin6 cuando se cambian los parametros.
63. =
1—sin6 cosd y = senx y = 0.5senx
64.  (tan?6 + 1)(1 — cos?0) = tan®0 88. {y =sen2x 89. {y = senx
y =sen3x y =2senx
65 tanf — sin@ _ sect
= —CcoSXx
66.  2sin*f — 1 = sin*0 — cos*6 90. {y _ 91. {y =cosx
Yy = CoSX .
67.  cot?6 (1 +tan®8) = csc? 6 y = cos (x B 5)
y =senx Yy =CcoSX
Resuelva las siguientes ecuaciones trigonométricas | 92 {y = sen(—x) 93. {y = cos(—x)
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Problemas de aplicacian

A continuacién, usted va a encontrar una serie de situaciones problema en diversas areas del conocimiento
(ciencias sociales, ciencias humanas, ciencias aplicadas), las cuales debe interpretar, modelar y resolver
para dar cuenta de la solucién. llustre y explique claramente los modelos propuestos, identificando las
variables utilizadas, explicando también la estrategia de solucidn y la calidad de la soluciéon encontrada

94. El Big Ben es gran campana del reloj situado Una persona se encuentra a 520 metros del

Palacio de Westminster en Londres, sede del
Parlamento del Reino Unido. Un observador
se encuentra a 55 metros de la base central de
la cupula del reloj y observa la punta del
palacio con angulo de elevacion de 60° tal

punto central exactamente debajo de la torre,
y observa desde A, el punto mas alto de la
misma con un angulo de elevacién de 30°.
Dada esta configuracion determine —El dibujo
no estd a escala y corresponde a una

como muestra la figura. proyeccion oblicua—:
La altura de la torre.
B. Otra persona situada a 400 metros del punto

central de la base de la torre, con qué angulo

veria el punto mas alto de la torre.

96. Una persona situada en el punto A, a 50
metros lineales de la estructura de una

fabrica, nota el punto superior del edificio con

Imagen adaptada de : https://brainly.lat un angulo de elevacion de 20° y el punto mas
alto sobre la chimenea, con un angulo de
Determine la altura del punto mas alto de la torre elevacion de 40° tal como se aprecia en la
del reloj. figura.
95. La Torre Eiffel es un monumento de hierro

pudelado, disefiada inicialmente por los

ingenieros civiles Koechlin y Nouguier vy

construida, tras su rediseio por el ingeniero
civil francés Alexandre Gustave Eiffel y sus :

byipy

S0m —

Determine de forma analitica:

colaboradores para la Exposicién Universal de

1889 en Paris.
La altura del edificio

La altura de la chimenea

97. El piloto de un avién comercial que vuela a
3000 m de altura divisa el centro de dos
ciudades perfectamente alineadas con

angulos de depreciacion de 50° y 35°

respectivamente tal como muestra la figura.

Imagen adaptada de :

https://recursoslibres.reformamatematica.net/
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)
LA [

000 n?

,
>

Imagen adaptada de : https://espanol.libretexts.org/

Dada la configuracién determine la distancia que
hay entre los centros de las dos ciudades.

98. Un satélite GPS —Sistema de Posicionamiento
Global—-gira alrededor de la Tierra en una
Orbita estable de 18.000 km del centro, tal
como muestra la figura (no estd a escala).

v
v
L
v

Angulo de |

I

Depresiga-\!

= i \
—_— {

- ¥

18.000 km |

f
Sdo
a1l[2105

']

Dada la anterior representacion geométrica,
encuentre el angulo de depresidn con que esta
girando el satélite GPS.

99. Un juego de béisbol se juega en una
cancha, con un campo interior formado
por un cuadrado de 90 pies de lado, tal
como muestra la figura. El lanzador se
ubica en el monticulo el cual estd sobre la
linea que une el bateador y la segunda
base a 60 pies del bateador —pero no esta
en la mitad de esa distancia—.

SB
LANZADOR PB
TB
b
&1 (S
1
8i CY
BATEADOR ;
HOME

Encuentre la distancia en pies, a la cual est3 el
lanzador de cada una de las bases y el angulo
de los tridngulos internos que se forman entre
el bateador y las cuatro esquinas para este
juego popular en los Estados Unidos.

o

Barranquilla%
e
2

Monteria
o

< Mcgd.a
N
\ \'\ ,I’
(x 71% f/’
it
Bucara\rﬂ;'fﬁ‘ga >
Medellin
o
unja
o
Pereira Bogotd

o

Imagen adaptada de : https://és.wikipedia.org/

100.Un avién que sale de Pereira, vuela

directamente a la ciudad de Bucaramanga que
estd a una distancia de 390 km lineales con
una direccién de 48° norte-este,
posteriormente cuando el avion llega a
Bucaramanga, gira a su izquierda 71° con
respecto a su direccidn inicial para dirigirse
directamente a la ciudad de Barranquilla que
se encuentra a 470 km en direccidon norte-
oeste, tal como muestra la figura.

Encuentre la distancia lineal y la direccién con
respecto al norte en la que debe volar un
avion, si desea ir directamente desde la
ciudad de Pereira hasta la ciudad de
Barranquilla. (El dibujo no estd a escala ni es
proporcional)
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FUNCIONES LOGARITMICAS Y

2.5 [EXPONENCIALES

En el campo de las Ciencias Econdmicas y Administrativas, es muy frecuente
plantear soluciones a situaciones de tipo econdmico y de produccién, donde
se tiene que recurrir a modelos matematicos que involucren variables
independientes en los exponentes —tal es el caso del interés continuo o
compuesto, donde los periodos de tiempo son una variable exponencial—, en
ingenieria también es muy frecuente esta situacion —mitigacion de campos,
caida de intensidades eléctricas o sonoras— de ahi la importancia de analizar
el comportamiento tanto de la funcion exponencial como de la funcién
logaritmica.

Funcion exponencial

La funcién exponencial es de laformay = f(x) = a*, donde a es un nimero
positivo que recibe el nombre de base. El exponente es la variable
independiente. Esta expresion es muy diferente al concepto de potenciacion
pues es la variable la que se eleva a una potencia conocida.

Definicion 2.13. Funcion exponencial: toda funcion de la
forma:

f(x) =a* [Ec. 2.14]

Cona > 0y a # 1 es una funcion exponencial.

La figura 2.44., muestra la representacién grafica de la funcién exponencial
canonica.

(0,1)

e

f(x) =a*paraa<1

(0.1)

HE

f(x) =a*paraa >1

Figura 2.46. Grdficas de la funcion exponencial.

Notese en la figura que la funcién exponencial como se define inicialmente
siempre corta el eje de las ordenadas en (0,1), por otro lado, y=0 es una
asintota horizontal, lo que significa que nunca corta al eje —X—. El dominio de
la funcion exponencial y el rango son respectivamente.

|
Mk
ooy
r,ﬁ\ ‘.-'.
i
."j.:
-4 =3 -2 3 4
Figura 2.44. Varias funciones
exponenciales.

Nétese que a medida que la base se
va volviendo mds grande, la funcion
crece mds rdpido.

Figura 2.45. \Varias funciones
exponenciales.
éQué puede concluir del

comportamiento de estas funciones
exponenciales, cuando la base estd
entre cero y uno?

2 YouTube

Resolver la siguiente ecuacién

2x+5 _ 2x+3 _ 2x+1 = 88

SOLUCION
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La Identidad de Euler.

Una de las curiosidades de la
matematica, es la identidad
de Euler relaciona
perfectamente las cuatro
constantes mas importantes
del célculo.

e™+1=0

Y aun se discuten algunas
propiedades del numero
Neperiano.

Aunque el nimero —e— no se
puede obtener de forma
exacta con ninguna
expresion  algebraica, si
existe una relacion que
obtiene de forma
aproximada el numero, esta
se muestra a continuacion:

Tabla 2.4. Numero de Neper

(1+3)

1 2,000000000
10 2,593742460
100 2,704813829
1000 2,716923932
10000 2,718145927
100000 2,718268237
1000000 2,718280469
10000000 2,718281694
100000000 | 2,718281786

1000000000 | 2,718282031

Notese que entre mas
grande sea el orden en la
tabla, mds se aproxima la
relacion a la constante
neperiana.

| Seccidn 2.5: Funciones logaritmicas y exponenciales

Df =R = (—o0, +00)
Rf = R* = (0, +0)

Teorema 2.8. Propiedades de los exponentes: Sea a y b dos
numeros reales positivos mayores que cero 'y ny m dos
numeros enteros, que cumplen con las siguientes

propiedades:
Exponente cero a® =1
Producto TG = e
am
Cociente —=qgmn
an
Potencia (@™)* = g™
Raiz a% = Rfqm
Ec. 2.15
Distributiva del producto ~ (ab)™ = a™b™ [ !
a\m a™
Distributiva del cociente (_) =
b b™
. 1
Invertida a™m=—
am
-m m
Invertida (E) — (é)
b a

Estas propiedades son ampliamente utilizadas en la reduccidn y solucién de
problemas que involucren cantidades con potencias o cantidades
exponenciales.

Funcian exponencial natural

En la matematica, existen nimeros muy importantes con los cuales se definen
otras propiedades o cantidades, entre ellos estdn el 0,1,7 y el nimero
imaginario — i — y ahora se introduce otro nimero importante, el nimero e,
conocido como numero de Euler o también como constante neperiana. Este
namero curiosamente aparece frecuentemente en muchos fenémenos
naturales, sirve para explicar y predecir el comportamiento de algunos
sistemas eléctricos, electrénicos y mecanicos, también aparece en
fendmenos sociales como el crecimiento de poblaciones, en fenémenos
econdmicos, por citar tan solo algunos y de ahi la importancia de su estudio
en el cdlculo. Por otro lado, el nUmero —e— como el nimero —m— son numeros
trascendentales, es decir, no pueden obtener por la resolucién de una
ecuacion algebraica y su valor exacto no puede expresarse como un numero
finito de cifras decimales o con decimales periddicos, por lo tanto, solamente
se puede trabajar con valores aproximados.

e ~ 2,71828182845904523536
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Aunque en primera instancia, resulte aparentemente mas sencillo trabajar
con exponentes de base 10, en muchas aplicaciones reales es mas practico
usar directamente el nimero neperiano.

Definicion 2.14. Funcion exponencial natural: dada la
funcion de la forma:

f(x) =e" [Ec. 2.16]

Recibe el nombre de funcion exponencial natural, la
cual tiene como base el numero neperiano.

Puesto que 2 < e < 3, la grafica de la funcién exponencial natural se
encuentra entre las graficas y = 2x y la gréfica y = 3x. La figura 2.45., ilustra
esta situacién.

\

Interes.

El interés es un concepto financiero que expresar el costo de usar dinero o el
beneficio de prestarlo durante cierto tiempo. Si un monto de dinero P
denominado capital, se invierte a una tasa de interés simple r, al final del
plazo, el dinero se ha transformado en:

A=P(1+7) [Ec. 2.17]

Si esos intereses no se retiran, sino que se invierten de nuevo al capital,
durante un numero seguido de n periodos de tiempo, entonces lo que se
obtiene producto de ese interés compuesto es:

A=P(1+r)" [Ec. 2.18]

Ahora, en un contexto mas real y practico, supdngase que ese interés se
calcula n veces en un afio, entonces en cada periodo la tasa de interés es % y
existen n periodos en t anos, lo cual permite obtener una expresion para el
monto de capital después de t aflos —esta expresidn es conocida como la tasa
de interés anual nominal—.

nt

A=P (1 n %) [Ec. 2.19]

Que es por lo general, la estrategia financiera aplicada por bancos y demas
entidades.

Ejemplo 2.28. Una persona hace un préstamo de 20 millones en un banco que
le ofrece un interés de 12% anual, encuentre el costo final que debe
pagar este usuario si el interés se lo liquidan anual, semestral,
trimestral, mensual y diariamente.

Solucion: La tabla 2.5., muestra los resultados de las operaciones

Figura 2.47. Comparacion de la funcion
exponencial natural con otras funciones
exponenciales.
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Tabla 2.6. Comportamiento en
valores de la funcion logaritmo
decimal

X X Logiox
102 | 0,001 -3
102 | 0,01 -2
10 0,1 -1
10° 1 0
10! 10 1
102 100 2
10° 1000 3

Tabla 2.5. Capital invertido después de N periodos de tiempo.

Perlodo.s .. de N | Monto después de 10 aiios
Composicion
0,12 1(10)
Anual 1 20 (1 + T) = $62.116.964
0,12,2010)
Semestral 2 20 (1 + T) = $64.142.709
_ 0,12+
Trimestral 4 20 (1 + '4 ) = $65.240.756
0,12,1200)
Mensual 12 20 (1 + 1—) = $66.007.737
o 0,12 4(10)
Diario 365 20 (1 + 2 ) = $66.389.244

Notese que la expresidn con la que se calcula el interés compuesto es muy
similar a la expresion con que se obtiene el nUmero neperiano, y de esta
forma es posible definir una expresion para el interés continuamente
compuesto.

A =Pe™ [Ec. 2.20]

Donde A es el capital al final de los periodos de tiempo, r el interés en el
periodo de tiempo y t los periodos de tiempo.

Ejemplo 2.29. Con los datos de problema anterior, determine el monto de
dinero, pero usando un interés continuamente compuesto:

Solucion: aplicando la expresion anterior, se obtiene:
A = Pe™ = 20e01210a0s = $66.402.338

Que corresponde al monto de dinero con un interés calculado cada
instante de tiempo.

Funcion logaritmica

Las funciones exponenciales vistas anteriormente son funciones inyectivas o
uno a uno y en consecuencia es posible obtener su funcidn inversa, asi, la
funcidén inversa de la exponencial es la funcién logaritmica. Supdngase que
setieney = 2%, cuandox = 3, reemplazandoy = 8, es decir8 = 23, ahora
supdngase que se quiere hallar el exponente, teniéndose el numero, lo que
en términos matemadticos implica plantear que

2¥=8

CAPITULO II. Funciones



| Matematicas I para Ingenierias, Ciencias Econdmicas y Administrativas

138
| Seccidn 2.5: Funciones logaritmicas y exponenciales

Facilmente se puede resolver esta expresion, pero situaciones mas complejas
precisan definir una operacién que permita realizar los cdlculos; esta es la
tarea de los logaritmos

Definicidn 2.15. Funcidén logaritmica: sea @ un nimero
positivo con a # 1. La funcidn logaritmo con base
a, denotada por log, x se define como:

logox=y & a¥=x

Lo anterior, es equivalente a decir que el logaritmo de un numero Figura 2.48. Varias curvas para la
corresponde al exponente al cual debe elevarse una base, para obtener el funcién logaritmo.
nuamero.

La grdfica muestra que entre mayor sea

Ejemplo 2.30. Obtener los siguientes logaritmos. la base del logaritmo, la funcion tiende
a ser cada vez mds horizontal. Otra

particularidad es que, en la forma

o log, 1.024 estdndar, un logaritmo no corta al eje Y
b. log; 243 .
y corta al eje X en (1,0).
c. logs 125
d. log101.000.000

Solucion: expresando cada numero como una potencia, es posible reducir
estas cantidades:

a. log,1.024 -2 =1024->2*=210>5x=10

b. log3243 >3¥=243-53*=3>>x=5

c. logs125—->5%=125-5*=53>x=3

d. logy,1.000.000 - 10* = 1.000.000 - 10* =10 > x =6

Recordando que la funcién logaritmica es la funcién inversa a la funcién
exponencial, es posible obtener una grafica. La figura 2.49., muestra la
situacion.

y =log, x

Figura 2.49. Curva caracteristica para f (x) = log, x paraa>1

CAPITULO II. Funciones



139

| Matematicas I para Ingenierias, Ciencias Econdmicas y Administrativas

Errores comunes que
se cometen en
matematicas

Es frecuente encontrar errores
que se cometen con las
propiedades de los exponentes
y de los logaritmos, razon por la
cual se invita al lector a ser muy
cuidadoso al momento de
aplicarlas y tener en cuenta
que:

(a+b)? # a?+ b2
Jath#+vatvb
log(ab) # log alog b
log(a+b) #loga+logh

03 (5) * 15

Igual aplica para las funciones
trigonométricas
a a a

b+tc b ¢

ab ab

c cc
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y =log, x

Figura 2.50. Curva caracteristica para f (x) = log, X para0<a<1

Notese en la figura que la funcién logaritmica como se define en primera
instancia siempre corta el eje de las abscisas en (1,0), pero este varia si el
argumento se le adicionan constantes, por otro lado, para la funcidn
mostrada en la figura 2.48., x = 0 es una asintota vertical, lo que implica que
nunca corta al eje —Y—; asi el dominio de la funcién exponencial y el rango son

respectivamente.

Df = R" = (0, +o)

Contrario como se habia definido para la funcion exponencial.

Teorema 2.9. Propiedades de los logaritmos: sean a y b numeros
reales positivos diferentes de cero y n un numero entero positivo,
las siguientes son propiedades para los logaritmos:

. Log de una multiplicacion

1

2. Log de un cociente
3. Log de una potencia
4. Log de un radical
5. Inv de la base

6

. Inv de la base

7. Logaritmo de 1

8. Igual base y numero
9. Exp de un logaritmo
10.Log de iguales bases

11. Cambio de base
12. Cambio de base

13. Cambio de base
14. Cambio de base

loga(xy) = loga x + logay
X

log, (;) =log,x —log,y

log,(x™) =nlog, x

log, V/x™ = %loga x

logax = —logs x
b a
logix = —log, x

Otras Identidades con logaritmos

log,1=0
loga,a=1
alogax —
log,a* = x
logp x
log, x = 1ogs &
1
log, x = logLa

1
log,nx = - log, x
alogbc — Clogba
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Los logaritmos pueden tener cualquier base que sea positiva y diferente de 1,
sin embargo, es comun emplear dos bases, una es la base decimal y la otra es
la base neperiana. Las calculadoras cientificas modernas, traen incorporadas
en sus funciones ambos tipos de logaritmos, lo que simplifica mucho las
operaciones.

El logaritmo con base 10, se le conoce como logaritmo comun o logaritmo
decimal y se denota omitiendo las bases:

logiox = log x

Cuando un logaritmo no tiene base, se supone inmediatamente que es un
logaritmo comun o decimal. La otra clase de logaritmo, que aparece con gran
recurrencia en las situaciones reales, es el logaritmo de base —e—, conocido
como logaritmo natural y se denota por —In—.

logex =Inx

Las calculadoras cientificas por lo general traen la operacién logaritmo
natural como segunda funcién de la tecla logaritmo decimal.

Ejemplo 2.31. Una muestra de 10 miligramos de polonio radiactivo decrece
de acuerdo con el siguiente modelo matemdtico:

Q(t) — Qoe—0,00502t

Donde Q(t) es la cantidad de masa presente después de t dias, Qo es la
masa inicial de la muestra y t el tiempo transcurrido. Dada una muestra
de 10 mg, determine la cantidad presente de dicho material 120 dias
después.

Solucion: Para determinar la cantidad presente de material en un instante de
tiempo cualquiera, es suficiente reemplazar las cantidades en la ecuacion
dada

Q(120) = 10e~000502x120 = 5 47m g
Por tanto, al cabo de 120 dias, el material ha liberado 4,53 mg

Ejemplo 2.32. La vida media de cualquier sustancia se define como el tiempo
necesario para que una muestra de material se desintegre hasta llegar a
la mitad de la cantidad inicial. Dada la ecuacion del problema anterior,
determine la vida media del polonio.

Solucion: El problema plantea claramente que se debe buscar el momento de
tiempo para el cual Q) = % reemplazando en la ecuacion se tiene
entonces que:

Qo = Qe 000502t
2
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2 YouTube

Resolver el siguiente problema

La cantidad (en mg) de is6topo de
carbono-14 en una muestra
organica que se descompone en el
tiempo estd dado por C(t) =

t
1 .
Cy (—)5700 donde t es el tiempo en
2

afios y Co es la cantidad inicial de
este isdtopo. (a). Determine la
cantidad de material presente
después de 1200 afios de una
muestra que contenia inicialmente
10mg de C-14. (b). Determine el
tiempo transcurrido de una
muestra que inicialmente tenia
12mg de C-14 y actualmente tiene
7 mg.
SOLUCION
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Simplificando se llega a:

1_
E—e

—0,00502t

Aplicando logaritmo natural a ambos lados de la ultima expresion y usando la
propiedad 8 y 10 se obtiene:

In (%) = In(e~000502t) > |p G) = —0,00502t In(e')

Con lo cual se puede despejar a t,

<

Cantidad de Sustancia (mg)

in(5)

= W = 138,1 dias

(138 dias, 5mg)

50 100 150 200 250 300 350 400 450
Tiempo (dias)

500 t

Figura 2.51. Desintegracion de una sustancia para el problema 2.29

La vida media del polonio radiactivo es de 138,1 dias, tal como se muestra en

la figura.

El problema anterior contiene una ecuacion de tipo exponencial, la cual se
resolvié usando las propiedades de los exponentes y logaritmos, sin embargo,
es conveniente tener presente algunas reglas que pueden simplificar las
operaciones.

Estrategia para resolver una ecuacion con logaritmos o exponentes.

0

Identificar muy bien la variable de interés.

Reducir el nimero de variables empleando algun método algebraico.
Simplificar toda la expresion, reduciéndola al maximo posible, usando las
propiedades de los logaritmos y de los exponentes.

Resolver la ecuacién, despejando la variable de interés. Posiblemente se
deba usar algunas de las propiedades.

Probar cada una de las soluciones en la ecuacion original para analizar si
son consistentes.
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Ejemplo 2.33. Resolver la ecuacion:
log, x =5—log,(2x +5)

Solucion: aqui la variable de interés es —x—, se pasan entonces las variables a
un lado de la ecuacion y las demds cantidades quedan al otro lado:

log, x +log,(2x +5) =5
Aplicando la propiedad 1 se obtiene:
logz(x(Zx + 5)) =5

Lo que puede reducirse con la propiedad 9.

2l0g;(x(2x+5)) — 25
Simplificando se llega

2x2+5x—32=0
Resolviendo esta ecuacion cuadrdtica, se tienen dos respuestas:

x~3yx=-=55

La solucion al problema es x=3, la segunda respuesta NO es solucidn é por qué?

2 YouTube

Resolver la siguiente ecuaciéon
log, x +log,(x +8) =7

SOLUCION
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Ejercicios

Secciaon 2.5.

exponenciales

Trace en un mismo plano, las siguientes graficas;
analice el comportamiento de cada unay saque sus
propias conclusiones

w

11.

{y:zx 7 y:zx
y:22x : y=3x
y=e*
y = 2e* 4 y=e*
_1 x Coly=—e?
y=se
y=2x y:e3x
{y = 2x+1 6. y = e 3%
_ p2x y =logx
{y_e_ 2x 8. Jy=log2x
=€ y=log3x
y=2logx y=log(x+1)
y=-2logx 10. {y =logx
vy =05logx y =log(x—1)
o g
=logs ~ ~
y = log, x y = sen(—x)

Resuelva las siguientes ecuaciones exponenciales.

12

13.

14.
15.
16.
17.
18.

19.
20.
21.
22.

2x+1 =10

(é)x+3 —a

32x+3 — 3—x—3

7 +3(4%%1) = 12

3x+4 — 6x

ex+1 — 2—3x+4-

42x — 53x
1\6x+1

G =e

2x’—4 — 23x

1 2_

E — 3x 1

e3xeSx — el4-

Funciones
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logaritmicas uy

1 _ .3

23‘eTx_6ex
1 \X—2

x — (L

24. 8 _(32)

25. 2% —4.2%+4=0
26. 35x—4 — 311

27. 2X 4+ 4* =72

28. 3* +9* =90

2-x 2x+1

1
29. 25 2 _E

30. Y(-8)%7% = ~(2)*

31. 321 3% =18

Resuelva las siguientes ecuaciones logaritmicas
32. log:10.25 =x
2

33. In;=x

34. 2logx —log(x+6) =0

35. log(4x — 1) — log(x — 2) =log5
36. logx? —logx = 2

37. logx? —logx =3

38. log(2x + 1) = log(x — 6)

39. log,(x+1) =2

40. log;(12 —3x) =3

41. In(x+1) =2

42. logx —log(x + 1) =log 4

43. log,(x) +log, 2 = log, (g)

44. In(—x) = In(x?—6)

45. In(4—x)+In3=2Inx

46. log,(x +1) —log,(2x —3) =1
47. log; x = %log7 64

48. log(3x —1) +log4 = log(9x + 2)
49. log, x =log,(x — 1)

50. log, x? = logs x
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51.

52.

GPS. Una empresa de rastreo satelital ha
estimado qué nimero de vehiculos seguidos a
través de los sistemas GPS (sistema de
posicionamiento global) crece en razén a la
siguiente expresion matematica:

N(t) = 0.72e%%5t con 0<t <10
Donde N(t) es el nimero total de rastreadores
instalados, expresados en miles de unidades y
t es el tiempo medido en afios siendo el afio
inicial 2020. Para lo anterior:

Trace una gréfica de N en funciéon de t.
Cuantos rastreadores instalard la empresa en
el afio 2020

Cuantos rastreadores instalar a la empresa en
el afio 2023

Cuantos rastreadores instalara la empresa en
junio del 2024

Para que momento la empresa estima que
podra instalar 5800 rastreadores.

Curva de aprendizaje: La productividad de un
operario se puede aproximar a una funcion
exponencial que relaciona su capacitacién y el
tiempo que lleva haciendo la labor. Entre mads
tiempo se entrene, mayor sera su capacidad
para producir, pero esta crecerd hasta cierto
debido a
técnicas y de

valor y luego se estabiliza,

limitaciones  humanas,
magquinaria —entre otras—. El departamento de
recursos humanos de una empresa que
ensambla computadores logra determinar que

realizar su
capacidad de

ensamblar CPU a un ritmo diario dado por la

un operario después de

entrenamiento estd en
expresion matematica

N(t) =50 — 20792t donde 0 <t <26
Donde N es la cantidad CPU ensambladas
diariamente y t el tiempo en semanas.

53.

54.

Obtenga la representacién gréfica de Ia
cantidad de CPU ensambladas por unidad de
tiempo.

Determine cuantas CPU arma el operario en su
primer dia de trabajo

Determine cuantas CPU arma por dia el
operario a las 5 semanas de trabajo.

Cudnto tiempo de experiencia necesita el
operario para ensamblar 30 CPU por dia.

La empresa determina que el operario pasa el
periodo de prueba si después de 3 meses (12
semanas) es capaz de ensamblar como minimo
45 CPU. Dada esta condicion, determine si el
operario pasa o no el periodo de prueba.

Ciencias forenses: Las ciencias forenses usa la

ley de enfriamiento de Newton para
determinar el momento de muerte de una
persona adulta, a partir de las temperaturas de
los cuerpos.

T =Ty, + (36.5—Ty)(0.95)"
Donde T es la temperatura del ambiente y t el
tiempo transcurrido entre el momento de la
muerte y el momento en que se toma la
temperatura al cuerpo.
Si una persona muere, calcule la temperatura
del cuerpo pasadas 6 horas si la habitacion
tiene una temperatura de 22°C.
En la escena de un crimen, la viuda le dice al
CTI que se despidioé de su esposo y salié a las
7:00 am, pero cuando volvié a las 6:00 pm su
esposo ya estaba muerto. Determine si la viuda
dice la verdad o miente si la temperatura del
cuerpo a las 6:00pm era de 27.26°C y la

habitacion tenia una temperatura de 20°C.

Portales WEB. En el afio 1991, no existia ni un
solo portal WEB accesible sin embargo esta

CAPITULO II. Funciones



145

| Matematicas I para Ingenierias, Ciencias Econdmicas y Administrativas

| Seccidn 2.5: Funciones logaritmicas y exponenciales

0.5

0,0+

"1991*

o 0o T w

55.

situacién cambio el 6 de agosto con el
lanzamiento del World Wide Web por parte
del fisico inglés Tim Berners-Lee y desde
entonces su ndmero ha crecido
exponencialmente. La figura muestra este
crecimiento y los momentos en los cuales
aparecen los mas

algunas de portales

reconocidos

World Wide Web

103 YouTube 0]

YAHOO! facebook

2000

Fuente: Internet Live Stats

El modelo matematico que predice este

comportamiento  corresponde con la
expresion:

N(t) = 0,0028¢%2155¢
Donde N represente el numero de portales
WEB en miles de millones y t el tiempo
iniciando en 1991 como afio cero.
Estime la cantidad de paginas WEB en 2020
Estime el nimero de pdginas WEB en 2021.
Estime el nUmero de paginas WEB en 2025
En qué momento se alcanzaran los 3000

millones de paginas WEB en el mundo.

Curva logistica. En la UCP de Pereira hay 3000

estudiantes en todos sus programas
académicos de pregrado y posgrado, y en
cierto momento llega a la Universidad un virus
de gripa comun pero altamente contagioso,

cuya tasa de transferencia se puede aproximar

56.

57.

al modelo matematico denominado curva
logistica.
3000

1+ 1499¢-0.1¢
Donde N representa la cantidad de alumnos

N(t) =

contagiados y t el tiempo en dias después de

iniciado el primer contagio. Para esto
determine:

La cantidad inicial de personas contagiadas.

La cantidad de estudiantes contagiados al cabo
de 50 dias.

Si las clases inician el primero de febrero y la
universidad toma la decisién de suspenderlas
cuando se llegue al 50% de contagios, en qué

momento debera hacerlo.

Publicidad: El departamento de marcadeo de
una importante empresa de tecnologia, estima
que t semanas después de terminada una
campaiia las ventas

publicitaria, pueden

aproximarse a la siguiente expresion
matematica:

V(t) =1000+ Be * con 0<t<6
Encuentre el valor de las constante B y k
sabiendo que las ventas al final de la primera 'y
tercera  semana son 1600 vy 1200
respectivamente.

Determine la cantidad de ventas al final de la

cuarta semana.

Crecimiento logistico: Dada la funcién de
crecimiento logistico:

Q) =T pow
Donde la poblacién es Q; cuando t =t; y Q,
cuando t = t,, demuestre ampliamente que el
valor de la constante k estd dado por la
expresion matematica
1 Q2(A—-0Qy)

k= In
th—t Q:1(A—0Q;
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> 6 MATEMATICAS FINANCIERAS

En la seccién anterior se revisod el concepto de interés compuesto como una
aplicacion de las funciones y ecuaciones logaritmicas y exponenciales, sin
embargo, este es un tema cuyas aplicaciones son muy importantes para
sectores relacionados con la economia, las finanzas, la contabilidad; de una
manera u otra, de forma directa o indirecta nos vemos afectados o
beneficiados por los intereses causados por el uso del capital. En esta
seccion se hablard con un poco de mas detalle de conceptos como los
capitales, las anualidades y las amortizaciones, pero para ello es importante
primero establecer algunas definiciones que se trabajaran a lo largo de la
presente seccion.

El interés (r) es el costo o beneficio que se obtiene por prestar un dinero a
una cierta cantidad de tiempo. Tipicamente se usa un indice en escala
porcentual conocida como tasa de interés (%) que establece la expectativa
de quien presta el capital para que este sea devuelto con un beneficio
adicional. En este libro el dinero o capital inicial prestado se identificard con
la letra P o VP, y el valor devuelto que incluye el capital prestado y los
intereses generados, que en conjunto se denomina valor acumulado, VF.

Interés Simple

El interés simple (I) es la aplicacién de las funciones lineales utiles para
determinar los valores futuros de los capitales prestados; el cdlculo del
interés se hace exclusivamente sobre el capital inicial, independientemente
del instante de tiempo donde se capitalicen! de forma proporcional al
tiempo segun la expresion:
I=P-r-t [Ec. 2.20]
El valor I es la cantidad de dinero adicional que se recibe o se debe pagar —
segun sea el caso— por la utilizacion en el tiempo de ese capital. Por tanto, el

valor total a pagar, puede calcularse como se define en el teorema
siguiente:

Teorema 2.10. Cdlculo del valor acumulado para el interés
simple: sea P un capital puesto a una tasa de interés
simple anual r, durante t afios. El valor acumulado o
valor futuro es:

A=P(+7t) [Ec. 2.21]

! La capitalizacién se refiere al momento en el cual se recibe o se paga un capital
mas los intereses que este genero.

El capital inicial prestado (P)
otros autores lo denominan valor
presente  (VP) y el wvalor
acumulado lo llaman valor
futuro (VF)

W

o e SO SN
AU )

Valor Acumulado

o

Tiempo

t; t; t3

Figura 2.52. Representacion grdfica
para interés simple
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USD es el simbolo ISO para
délares americanos.

En algunos problemas se usard
esta moneda en vez del peso
colombiano COP, para obviar la
necesidad de usar tantos ceros.

100% 3
Fesos -y
ARD26B69458 () 1'_:'

El teorema anterior supone una tasa de interés r, en afios y un plazo
también en afios, sin embargo, también es posible hablar de plazos mas
largos y cortos, por ejemplo, intereses causados semestralmente, trimestral,
mensual, semanal y diario. El siguiente ejercicio ilustra un problema de un
préstamo a tasas de interés en diferentes lapsos de tiempos.

Ejemplo 2.34. Interés Simple. Un estudiante ahorrador decide poner un
capital de USD 1.000 en una entidad financiera que le brinda un
interés simple de 5% anual. Si el estudiante no retira ese capital
durante cuatro afios, cudnto dinero recibe en total.

Solucion: el interés que recibe al final de cada periodo es de un 5%, por
tanto:

=USD 50

5
I = 1.000*100

Tabla 2.7. Crecimiento de un capital a interés simple.

Afio | Capital | Intereses
0 1.000 50
1 1.000 50
2 1.000 50
3 1.000 50
4 1.000 0
Total 200

Que corresponde a un valor acumulado de A = 1.000+ 200 =
USD 1.200. Esto quiere decir que el banco le reconocerd al estudiante
USD 200 mas por permitirle utilizar su dinero. Este reconocimiento se
le conoce con el nombre de rendimiento financiero.

Usando la expresion del teorema anterior se obtiene
A =1.000(1+0.05x%x4)=USD 1.200

Ndtese que en la formula se usa 0.05 que corresponde al 5%
eliminando el porcentaje que se hace dividiendo entre 100, el valor.

Este estudiante recibird 1.200 ddlares al finalizar el cuarto afio de su
inversion.

Interés compuesto

El interés compuesto, es la figura financiera que mds se aplica en el
comercio cuando se manejan capitales o recursos. A diferencia del interés
simple, el interés compuesto agrega al capital el interés generado al cabo de
cada periodo, sobre este nuevo valor acumulado se genera un nuevo interés
que de nuevo se va sumando al capital. Para esto, considérese el ejemplo
anterior.

CAPITULO II. Funciones



| Matematicas I para Ingenierias, Ciencias Econdmicas y Administrativas
148

| Seccion 2.6: Matematicas financieras

Ejemplo 2.35. Interés Compuesto: Un estudiante ahorrador decide poner un
capital de USD 1.000 en una entidad financiera que le brinda un
interés compuesto de 5% anual. Si el estudiante no retira ese capital ni
los intereses durante cuatro afios, cudnto dinero recibe en total al
finalizar el cuarto afio.

Solucion: Recordando que los intereses se suman al capital en cada periodo,
se tiene entonces que, al finalizar cada periodo de tiempo, los
intereses generados el capital actual son:

Primer afio

Intereses generados: I; = 1.000 X 0,05 =USD 50

El valor acumulado A; =1.000+ 50 = USD 1.050

Segundo

Intereses generados: I, = 1.050 X 0,05 = USD 52.5

El valor acumulado A, =1.050+52.5=US5D 1.102,5
Tercer ano

Intereses generados: I3 =1.102,5 % 0,05 = USD 55,125

El valor acumulado A; =1.102,5+ 55,125 = USD 1.157.625

Cuarto aino
Intereses generados: I, = 1.157,625 x 0,05 = USD 57,88125
El valor acumulado A, =1.157,625+57,88125 = USD 1.215,5062

Resumiendo, se tiene:

Tabla 2.8. Crecimiento de un capital a Interés compuesto.

Afo Capital Intereses
0 $1.000 S50

1 51.050 5$52,5

2 $1.102,5 $55,125
3 51.157,625 557,88125
4 51.215,50625

Total $215.50325

Ndtese que el estudiante al finalizar el cuarto afio recibe USD 1.215,5,
mds dinero en comparacion a si lo hubiera invertido en un banco que
le da interés simple. El rendimiento financiero del banco que ofrece
tasas con interés compuesto es de 215,5 ddlares.

Se pensaria que no hay diferencia significativa entre aplicar interés simple e
interés compuesto, sin embargo, la realidad es que la diferencia se vuelve
muy significativa cuando los plazos son cada vez mas grandes, tal como se
ilustra en los problemas que vienen a continuacién.
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2 YouTube

Asumase que se tiene un capital de
$5.000.000 el cual tiene la
posibilidad de ser colocado en un
CDT que da un interés del 4% anual
compuesto mensual o en una cuenta
de ahorros que rinde con un interés
del 1% anual compuesto mensual.
Determine el valor futuro o de
retorno de ese capital al cabo de 5
afios y compare el mismo si esa
cantidad la hubiese prestado un
banco con una tasa de interés del
10% anual compuesto mensual.

SOLUCION

Teorema 2.11. Cdlculo del valor acumulado para el interés
compuesto: sea P un capital puesto a una tasa de
interés compuesto i, durante t afos. El valor
acumulado A o valor futuro es:

A=P(1+ )" [Ec. 2.22]

Coni=i ;, n=mt y donde

r— Tasa nominal anual de interés

m —  Numero de periodos de conversion anual

t— Plazo (medido en afos)

n- Numero total de veces que se hace efectivo el interés

Ejemplo 2.36. Interés Compuesto: Resuelva el problema anterior, pero
considerando ahora que el interés es compuesto.

Solucion: aplicando la expresion del teorema 2.11., se tiene:

A =1.000(1+ 0.05)* = 1000(1.21550625) = USD 1.215,50625

El problema asume que el interés estaba compuesto anualmente, sin
embargo, en la prdctica las entidades financieras hacen efectivo los
intereses, mds veces al afio, por ejemplo, mensualmente; el intervalo de
tiempo entre los calculos de intereses sucesivos se llama periodo de
conversion.

Ejemplo 2.37. Determinar el valor futuro de un préstamo de USD 4.000 si
este se pacta con un interés compuesto del 12% anual durante 3 afios,
compuesto: (a). anual. (b). semestral. (c). trimestral. (d) mensual. (e)
quincenal. (f) semanal. (g) diario. (h). por hora. (i). por minuto. (j). por
segundo

Solucion: para el problema, P = 4.000; t=2, i=12%=0,12, lo que cambia en el
problema es la forma en la cual se hace efectivo el interés;

a. Anual m = 1. Solo se cobra el interés una vez cada afio
1x2

A =4000 (1 + ’T) = USD 5017,6

b. Semestral m=2. Cada seis meses se cobra el interés, por tanto, en un

afio se cobra dos veces.
2%2

) = USD 5049,90784

’

2

A = 4000 (1 +
c. Trimestral m=4. Se cobran los intereses cada tres meses y como en un
afio hay cuatro trimestres, entonces

4X2
’4 ) = USD 5067,080326

A =4000 (1 +
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d. Mensual m=12. Se cobra mensualmente el interés y ya que en un afio

hay 12 meses, entonces:
12x2

A =4000 (1 + i—z) = USD 5078,938594

e. Quincenal m=24. Se cobran cada quincena el interés y ya que en un afio

hay 24 quincenas, entonces:
24%2

A = 4000 (1 + W) = USD 5081,956644

f. Semanal m=52. Un afio tiene aproximadamente 52 semanas y al final

de cada una se hace efectivo el interés, entonces:
52x2

A =4000 (1 + é_Z) = USD 5083,590805

g. Diario m=365. Un afio normal tiene 365 dias y al final de cada dia se
cobra el interés:

365x2
A =4000 (1 + '—) = USD 5084,796036
365
h. Hora m=8,760:
0 1 8760X%2
A =4.000 (1 + m) = USD 5084,988242

i.  Minuto m=525,600:
9 | 525600%2

A=4 1+—— =
000( + 525,600) USD 5084,988242

j. Segundo m=31.536,000:

X
12 31536000x2

A = 4000 <1 + 31536000)

= USD 5084,9966

Como se puede notar, cada vez que el interés se compone en periodos mas
pequefios, el monto total acumulado crece, sin embargo, tiende a
estabilizarse y ese es el principio del interés compuesto continuo.

Interés compuesto continuyo.

Como se ilustré en el problema anterior, cuando aumenta la frecuencia con
la cual se capitalizan los intereses, el valor acumulado tiende a crecer,
ahora, si esta capitalizacion se hace en cada instante de tiempo, es decir, se
hace de forma continua, el valor final acumulado, sigue una expresién
exponencial, para ello considérese la siguiente representacion grafica de los
resultados del problema anterior:

o Capital

Tiempo
Figura 2.53. Comportamiento del
capital dado un interés simple y un
interés compuesto.

Al principio de un crédito —por
ejemplo-, el valor futuro del capital
o de los intereses en ambos
sistemas es muy similar, sin
embargo, a medida que el plazo
crece, se nota la diferencia entre un
sistema de interés simple que
aumenta linealmente y un sistema
de interés compuesto que crece
exponencialmente
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Comportamiento Valores Futuros
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Figura 2.54. Comportamiento de los montos acumulados o valores futuros para
diferentes composiciones de un capital en el problema 2.34.

Notese que entre mas pequeno sea el tiempo de capitalizacidn de intereses,
es decir entre mas alta la frecuencia de ejecucién de los intereses, el valor
acumulado o valor futuro tiende a estabilizarse siendo, para el problema
ilustrado, ese valor es aproximadamente USD 5.084.998. Este andlisis llevd
ha construir una expresion para calcular el valor futuro de préstamos o
inversiones capitalizadas con interés continuo.

Teorema 2.12. Interés compuesto continuo. Un capital P,
puesto a un interés r compuesto continuo, durante un
periodo de tiempo t, generard un valor acumulado A
representado por la expresion:
A=P-e" [Ec.2.23]
Ejemplo 2.38: Determinar el valor futuro de un préstamo de USD 4000 si
este se pacta con un interés compuesto continuo del 12% anual
durante 3 afios.
Solucion: aplicando la formula se tiene:

A =4000-e%12%2 = YSD 5084.9966

Que es muy similar a los valores ilustrados en la grafica 2.54.

Tasa de interés efectiva

Los ejercicios anteriores sobre el calculo de los valores acumulados de una
inversion o un préstamo a interés compuesto ilustran muy bien que esta
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depende de la frecuencia con que se suman el interés, por tanto, la tasa de
interés indicada o tasa nominal especificada, por si sola, no refleja la tasa
real con la cual se gana el interés.

Para ejemplificar mejor esto, considérense tres bancos que generan
intereses compuestos, el primero ofrece un rendimiento del 12% anual, el
segundo ofrece un rendimiento del 6% semestral y el tercero ofrece un
rendimiento del 1% mensual; a simple vista se podria considerar que una
inversion de USD 1.000 a dos afos, produciria el mismo rendimiento en
cualquier banco, sin embargo, esto no es asi y la tabla siguiente lo prueba.

Tabla 2.9. Crecimiento de un capital a Interés compuesto.
Banco1 | 12% anual 1000(1 + 0,12)*2 | USD 1254,40
Banco 2 | 6% semestral 1000(1 + 0,06)%*2 | USD 1262,48
Banco 3 | 1% mensual 1000(1 + 0,01)*2*2 | USD 1269,73

Entonces entre una inversién que da el 12% cada afio y otra que da el 6%
cada semestre, es indudablemente mejor la segunda opcién. Con este
escenario se necesita encontrar una base comun para poder comparar
diferentes tasas nominales de interés y es lo que se denomina tasa
efectiva.

Definicion 2.16. La tasa efectiva. Es la tasa de interés
simple que produciria el mismo valor acumulado en

un afio que la tasa nominal compuesta m veces al
afo.

En otras palabras, la base de comparacion consiste en encontrar la tasa de
interés simple de la tasa compuesta que ocasionaria el mismo valor futuro.

Teorema 2.13. Tasa de interés efectiva: sea r la tasa de
interés nominal anual, la tasa de interés efectiva
anual Tz serd:

m

rer = (1+ %) -1 [Ec. 2.24]

Donde r es la tasa nominal anual y m es el numero
de conversion al afio el afio.

Conociendo las tasas de interés efectivas de varias propuestas financieras,
es posible decidir cudl representa un beneficio mayor.

Ejemplo 2.39. Calcule las tasas nominales del problema anterior.

Solucidn: aplicando la expresion del teorema anterior se tiene:

a. Compuesto anual: m=1
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0,12\!
Tef = (1 +T> —-1= 0,12—> 12%

b. Compuesto semestral: m=2

0,12\2
Tof = (1 +T) —1=0,1236 - 12,36%

¢. Compuesto trimestral: m=4

0,12\*
rep = (1+=57) —1=01255 - 125%

d. Compuesto mensual: m=12
0,12\*2

ey = (1 +?> —1=0,1268 > 12,68%

e. Compuesto quincenal: m=24

0,12\** .
rop = (1 +W) —1=0,1272 - 12,72%

e. Compuesto semanal: m=52

rop = (1 +5—2) —1=0,1273 - 12,73%

f. Compuesto diario: m=365

0,12%¢°
rop = (1 +3'E) —1=0,1275 - 12,74%

g. Compuesto por hora: m=8760
012 >8760

o = (14 222

—1= 0
8760 1=0,1236 - 12,75%

Si usamos estos valores, para calcular el valor futuro de la inversion si fuera
a interés simple, se obtendria la tabla que se anexa a continuacion.

Tabla 2.10. Crecimiento de un capital con tasas de interés efectiva.

Tasa e
Capital ; Periodicidad efectiva Valor Acumulado
nominal
anual
USD 4000 | 12,00% Anual 12,000% A =4000(1 + 0,1200)? =USD 5017,600

USD 4000 | 12,00% Semestral 12,360% A =4000(1 + 0,1236)% | =USD 5049,908
USD 4000 | 12,00% Trimestral 12,551% A =4000(1 + 0,12551)% | = USD 5067,080

USD 4000 | 12,00% Mensual 12,683% A =4000(1 + 0,12683)% | = USD 5078,939
USD 4000 | 12,00% Quincenal 12,716% A =4000(1+ 0,12716)% | =USD 5081,957
USD 4000 | 12,00% Semanal 12,734% A =4000(1 + 0,12734)% | = USD 5083,591
USD 4000 | 12,00% Diario 12,747% A =4000(1+ 0,12747)% | = USD 5084,796

Ndtese que el valor acumulado es exactamente igual a lo dado en problemas
anteriores.
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Conversién entre tasas de interés
efectiva

Como se ha visto, las tasas de interés nominal corresponden a la tasa de
interés sin capitalizacién, es decir retirando del capital el interés ganado y
son utiles para al calculo de capitales en cualquier instante de tiempo, las
tasas efectivas por su parte son las tasas reales de interés que recibe en un
instante determinado, dadas después de la capitalizacién y son dtiles al
momento de hacer comparaciones, pero se debe prestar especial atencion
al momento de convertirlas de un periodo a otro.

Una tasa nominal del 12% anual corresponde a una tasa nominal del 6%
semestral o 1% nominal mensual, sin embargo, cuando son tasas efectivas
esto ya no se cumple debido precisamente a las capitalizaciones. Por ello, es
util una expresién que permita encontrar tasas efectivas equivalentes para
diferentes periodos de tiempo.

Teorema 2.14. Conversion de interés efectivo anual a
interés periddico: Sea 1 la tasa de interés efectiva
anual, la tasa de interés efectivo periodico es:

1
Ty (1 + ref)ﬁ -1 [Ec. 2.25]

Donde m es el numero de periodos calculados en el afio.

Ejemplo 2.40. Una entidad financiera ofrece préstamos a una tasa de interés
efectiva del 36% anual en sus tarjetas de crédito. Determinar el interés
efectivo semestral, trimestral, mensual y diario.

Solucion: aplicando la expresion del teorema anterior se tiene:

a. Para el interés efectivo semestral, se tiene que m =2

1
r,=(1+036)2— 1~ 16,62%

b. Para el interés periddico efectivo trimestral, se tiene que m=4

1
r,=(1+036)2—1~7,99%

C. Para el interés periddico efectivo mensual, se tiene que m=12

1
r,=(1+036)1Z — 1~ 2,59%

Notese de nuevo que, a diferencia de las tasas nominales, donde se puede
hacer la equivalencia entre diferentes periodos de tiempo multiplicando o
dividiendo por el factor correspondiente, esto ya no es correcto en las tasas
efectivas.
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Anualidades

La anualidad es otra figura financiera, ampliamente aplicada en el mercado
y las economias; en términos generales una anualidad representa una serie
de pagos que se hacen a intervalos de tiempos regulares —aunque es posible
tener anualidades con términos variables— denominados términos; son
ejemplo de anualidades los pagos hechos a préstamos ordinarios, a
préstamos de hipotecas, ahorros programados entre otros. Existen diversos
tipos de anualidades, dependiendo del momento donde se hacen los pagos,
los momentos en los que se capitalizan intereses y los intervalos de tiempo,
sin embargo, para los intereses de la presente unidad, se estudian
Unicamente las anualidades que cumplen con las siguientes caracteristicas:

1. Todos los términos son iguales, es decir, se hacen los pagos en los
mismos intervalos de tiempo.

2. Todos los pagos son del mismo valor, esto implica que la cuota no
cambia en el tiempo que dure la anualidad.

3. Los pagos se hacen siempre al final de cada término.

4. En el momento del pago, se capitalizan los intereses.

Dadas estas condiciones, que son tipicas en los portafolios de servicios de
las entidades financieras, considérese por ejemplo una persona que quiere
hacer un viaje a la costa, y se propone ahorrar $200.000 cada mes durante
seis meses, arrancando el 1° de enero y terminando el 31 de julio, sabiendo
que una entidad financiera le ofrece un interés del 12% anual compuesto
mensual, la siguiente gréfica ilustra la forma como se hacen los pagos y los
rendimientos que estos tienen.

31 ene

28 feb

31 mar

31 mayo
0 jun
1 jul

m "
000 $200000 $200000
L L

|Sext0 Pago
$200.000(1 + 0,01)® = $200.000,00

Quinto Pago

=
=]

5200000 520/
L
T

1

000 5200000 520

ST 0lene

S
I
P
1
o

$200.000(1 + 0,01)* = $202.000,00
Cuarto Pago

v

$200.000(1 + 0,01)7 = $204.020,00

Tercer Pago

v

$200.000(1 + 0,01)* = $206.060,20

Segundo Pago

L 4

$200.000(1 + 0,01)* = $208.120,80

Primer Pago

v

$200.000(1 + 0,01)° = $210.202,20

=$1,230.403,01
Figura 2.55. Representacion grdfica de las anualidades

Ndétense varias cosas para iniciar, como primero esta anualidad tiene seis
términos, cada uno dura un mes —independientemente que los meses
tengan diferente cantidad de dias—, segundo, el proyecto de esta persona
inicia el 01 de enero, pero da la primera cuota al final del primer término,
que es en enero 31; tercero, al final de cada término, la persona da siempre
la misma cantidad de dinero, $200,000. Tercero, el interés es de 12% anual
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compuesto mensual, por tanto, mensualmente el interés que se genera es
del 1%.

En esta anualidad, la primera cuota se da el 31 de enero y la entidad
financiera puede disponer de este dinero durante cinco meses, por lo que
debe responder por intereses durante estos cinco meses.

$200.000(1 + 0.01)% = $210.202,20

La segunda cuota se da el 28 de febrero y la entidad financiera tiene a su
disposicidon este dinero durante cuatro meses, tiempo por el cual debe
responder a la persona con intereses

$200.000(1 + 0,01)* = $208.120,80

Asi sucesivamente con cada una de las cuotas. La ultima cuota se da el 31 de
julio, fecha en la cual se retira todo el capital ahorrado mas los intereses
generados, esta Ultima cuota no genera intereses ya que la entidad
financiera no pudo disponer de esta ultima. Sumando cada una de las cuotas
y los intereses generados, al final la persona puede disponer de
1.230.403,01 para su viaje.

Teorema 2.15. Valor Futuro acumulado de una anualidad.
El valor futuro acumulado (VF) de una anualidad de n
pagos todos iguales, de un valor C cada uno, pagados
al final de cada término de inversion a una tasa de
interés i, estd dado por:

VF =C

[%] [Ec. 2.26]

Ejemplo 2.41. Un padre de familia quiere hacer un ahorro programado para
los estudios superiores de su hija, entonces decide ahorrar
mensualmente una cuota fija de $300.000 depositdndolos en un
banco que ofrece un rendimiento del 6% anual compuesto mensual. Si
el padre tiene pensado retirar estos fondos cuando la nifia cumpla 16
afios, écudnto dinero le deberd devolver el banco?

Solucion: aplicando el teorema anterior, se tiene que el valor futuro
acumulado para esta anualidad es:

(1 +0,005)12%16 _ 1
VF = $300.000,00 005 = $96.327.401

Esta suma podria parecer grande, sin embargo, el lector debe recordar que
el dinero pierde valor por efecto de la inflacidn y otros factores, entonces 96
millones en 16 afios no tiene el mismo valor o poder adquisitivo del que
tendria ahora.
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Ll

Una hipoteca es un derecho
que adquiere un prestamista
o una entidad financiera para
el cumplimiento de una
deuda. Las hipotecas se
constituyen normalmente
sobre un inmueble y le
permite al acreedor venderla
o rematarla para garantizar la
devolucion de los dineros.

Mes Deuda Intereses Abono a
Pagados Capital

$50.000.000
549.867.866 $375.000 $132.133
549.734.742 $374.009 $133.124
$49.600.619 $373.010 $134.122
$49.465.491 $372.004 $135.128
549.329.348 $370.991 $136.142

175 52.479.597 522.233 5484.899
176 $1.991.061 $18.596 5488.536
177 $1.498.860 $14.932 $492.200
178 $1.002.969 $11.241 $495.891

179 5503.358 57.522 5499.611
180 50,00 $3.775 $503.358

En el problema 2.38, se muestra el
valor de la cuota —sin seguros u otros
cobros— para un crédito por 50
millones a 15 afios y el plan de
amortizacion al principio y al final del
tiempo que dura el crédito.

Ndtese que gran parte de la cuota al
principio del crédito va para los
intereses y una pequefia parte para el
capital; al final del crédito las cosas se
invierten, la mayor parte de la cuota
va para el capital y una muy pequeiia
va para intereses.

Amortizacidén de préstamos

Solicitar un préstamo a una entidad financiera y pagar la totalidad de este
mas los intereses solo al final del préstamo, podria resultar muy costoso.
Supdngase como ejemplo que se pide un préstamo por $50.000.000 a un
plazo de 15 afios a una tasa de interés anual del 9% compuesto mensual. Si
no se hace ninguln pago durante la vida del crédito y se deja esta accién solo
al final, el deudor deberd pagar:

180
) = $191.902.163,37

)’

12

A = $50.000.000 (1 +

Esto ademds de ser imprdctico, es muy riesgoso para las entidades
financieras en virtud de que las garantias del crédito para tiempos muy
largos puedan no ser efectivas.

Para aliviar esta carga, el deudor puede hacer pagos periédicos a la deuda
con el fin de reducirla y obviamente los intereses; estos abonos o pagos
parciales a intervalos definidos se conoce con el nombre de amortizacion.
De la misma forma que en las anualidades, se van a considerar pagos y
términos iguales para simplificar el proceso.

Teorema 2.16. Amortizacion. El valor constante de la cuota o
pago C sobre un préstamo de monto P para ser
amortizado en n periodos iguales a una tasa de interés
compuesta i, esta dado por la expresion:

P-i

C=———
1—(1+0)™

[Ec. 2.27]

Considérese el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.42. Una persona pide a una entidad financiera un préstamo
hipotecario de cuota fija por $50,000,000 a 15 afios; si la entidad le
ofrece una tasa de interés anual del 9% compuesto mensual, de
cudnto le quedan las cuotas:

Solucion: el crédito acordado tiene una tasa del 9% anual que corresponde
9% . " .
al 1—20 mensual, y estd pactado a 15 afios que es igual a 180 meses;
aplicando la expresion del teorema anterior se obtiene:

0,09

- (1497

C

= $507.133,29

Esta persona debe pagar mensualmente por un tiempo de 15 afios,
una cuota de $507.134 pesos, para un gran total de $91.284,120
aproximadamente. Esto en comparacion con los 191 millones que
deberia haber pagado si no amortiza, implica una reduccion de casi
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100 millones de pesos; esa es una de las razones de la importancia de
amortizar los créditos.

Adicionalmente para este problema, los bancos aparte de la cuota del
crédito, anexan otros costos como los seguros de vida, de patrimonio, de
deuda, de cuota de manejo y hasta extraordinarios, por lo que el deudor
debe estar muy pendiente de estos antes de comprometerse con un crédito
con cualquier entidad financiera.

Plan de amortizacidn

Otro de los derechos que tienen los usuarios de la banca, por lo menos en
Colombia, es conocer su plan de amortizaciéon, es decir, una tabla que le
muestre cdmo cambian los valores de la deuda y los intereses con el pago
de cada cuota. Para ilustrar esta tabla considérese el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.43. Plan de amortizacion: una empresa pide a un banco un
préstamo de USD 120,000 a un afio; este le ofrece una linea de crédito
con un interés anual del 12% compuesto mensual. Si los intereses se
cobran sobre el saldo pendiente, determine el valor de la cuota
mensual y el plan de amortizacion en forma de tabla.

Solucion: aplicando la expresion del teorema 2.18, sabiendo que el interés
mensual es de 12%/12 = 1%.

_120.000 x 0.01
T 1-(1+0,01)2

~ US5$10.661,85

La empresa debe pagar mensualmente USD 10,661,85 ddlares
americanos por el préstamo durante 12 meses; la tabla que ilustra el
plan de amortizacion es:

Tabla 2.11. Plan de amortizacion.

Mes Cuota Fija Interés Abono a Estado de la
pagado Deuda Deuda
0 $120.000,00
1 $10.661,85 | $1.200,00 $9.461,85 | $110.538,15
2 $10.661,85 | $1.105,38 $9.556,47 | $100.981,67
3 $10.661,85 | $1.009,82 $9.652,04 | $91.329,63
4 $10.661,85 $913,30 $9.748,56 | $81.581,08
5 $10.661,85 $815,81 $9.846,04 | $71.735,03
6 $10.661,85 $717,35 $9.944,50 | $61.790,53
7 $10.661,85 $617,91 | $10.043,95 | S$51.746,58
8 $10.661,85 $517,47 | $10.144,39 | $41.602,19
9 $10.661,85 $416,02 | $10.245,83 | $31.356,36
10 $10.661,85 $313,56 | $10.348,29 | $21.008,07
11 $10.661,85 $210,08 | $10.451,77 | $10.556,29
12 $10.661,85 $105,56 | $10.556,29 $0,00
$127.942,26 | $7.942,26 | $120.000,00

3 YouTube

Una persona desea comprar
un celular de gama alta que
tiene un valor comercial de
USD 2000. La compra se hace
con su tarjeta de crédito, la
cual ofrece un interés nominal
de consumo del 36% anual
compuesto  mensual.  (Sin
cuota de manejo u otros
costos asociados). Determine
el plan de pagos si esta
persona solicita que le difieran
la deuda a 4 meses.

SOLUCION
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En el mes 0, no se ha amortizado nada la deuda, en otras palabras, se
deben los USD 120.000, pero en el mes 1. el banco cobra los intereses
que son del 1% de USD 120.000 que corresponde a $4.000, estos
salen de la cuota, por tanto, se abona a la deuda USD 10.661,85 —
$4.000 = USD 9.461,85 quedando en USD 110,538.15; a esta
deuda el banco en el mes 2, le cobra de nuevo el 1% de intereses que
es USD 1.105.38 y asi sucesivamente se va construyendo la tabla.

Notese que al final el Estado de la deuda es USD 0, que la empresa ha
pagado en total USD 127.942,26, de los cuales USD 120.000 corresponde a
la deuda y USD 7.942,26 corresponden a los intereses.
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Ejercicios Seccidon 2.6.

Interés simple

Los siguientes problemas se resuelven usando las
expresiones analiticas para el interés simple

Q

Q

Calcule el valor acumulado de un préstamo de
USD 1.000 a una tasa de interés simple del 4%
anual durante:

Un afio.

3 afos.

8 meses.

Un fondo de empleados le presta a uno de
sus trabajadores $12,000,000 a una tasa de
interés simple del 1.4% mensual. Estimar el
valor de la deuda para:

Un afio después.

Cinco afios después.

Veinte afios después.

Una persona obtiene un crédito a interés
simple en una tienda de ropa. Si la tasa de
interés es del 14% mensual, y tres afios
después la deuda asciende EUR 426, cual fue
el valor inicial de crédito.

Después de 8 meses de haber obtenido un
crédito, al sefor Juan Pérez le informan que
su deuda asciende a USD 1.944. Si el crédito
fue pactado con una tasa de interés del 12%.
Determine el capital inicial prestado.

A una central de riesgos llega un informe en
el cual le informan que un usuario, a quien le
habrian prestado USD 600, a una tasa de
interés de 4% mensual, ya tenia una deuda
gue ascendia a USD 744. Cuanto tiempo de
mora tiene este deudor.

Una persona necesita hacer un crédito por
€3,000, y estima que a futuro puede obtener
ganancias por € 4,200. Si un banco le presta a
un interés simple del 2% mensual, durante
cuanto tiempo podria usar este dinero.

10.

Matemdticas Fimnancieras

Una entidad financiera le informa a un cliente
que le puede prestar 10 monedas de oro
durante 30 meses, pero debe devolverle 9
monedas mas, dadas estas condiciones, cual
es le interés de este crédito.

Un amigo le pide a otro un préstamo por COP
25,000 durante seis meses y este ultimo
accede, pero al final le dice que le debe COP
55,000. Por cuanto interés mensual se perdié
esta amistad.

Cuantos dias le tomara que una inversion de
USD 1.000 con una tasa de interés del 5%
anual, convertirse a USD 1.025.

Cuantos dias —o afos—, le tomard a una
inversion duplicarse en un banco que ofrece
un interés simple del 4% anual.

Inteprés Compuesto

Los siguientes problemas se resuelven asumiendo
un interés compuesto. Cuando no se especifique
se puede asumir que es compuesto anual

11.

12.

oo oo

Encuentre el valor acumulado de un capital
de USS 1.000 con una tasa de interés del 3%
anual compuesto durante cuatro afos, en
cada uno de los tiempos de capitalizacidn
indicados:

anual. b.
Trimestral. d.

semestral.
mensual

Encuentre el valor acumulado de un capital
de USS 250,000 con una tasa de interés del
14% anual compuesto durante tres afos, en
cada uno de los tiempos de capitalizacion
indicados:

anual.

semestral

mensual

diario.

Obtenga la tasa efectiva de un crédito que
ofrece una tasa de interés del 12% nominal
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17.

18.

compuesto, en los periodos que se muestran
a continuacion:

Semestral

Trimestral

mensual

Semanal

Diario

Obtenga la tasa efectiva de un crédito que
ofrece una tasa de interés del 9% nominal
compuesto, en los periodos que se muestran
a continuacion:

Semestral

Trimestral

mensual

Semanal

Diario

Obtenga la tasa efectiva de un crédito que
ofrece una tasa de interés del 36% nominal
compuesto, en los periodos que se muestran
a continuacion:

Semestral

Trimestral

mensual

Semanal

Diario

Una persona estd interesada en hacer un
préstamo de libre inversién y tiene tres
ofertas bancarias. El primer banco le ofrece
un interés efectivo del 12% anual, el segundo
banco le ofrece un interés efectivo del 6%
semestral y el Ultimo banco le ofrece una tasa
de interés efectivo del 1% mensual
compuesto mensual. Esta persona con base
en estas tasas de interés efectivo, ¢qué banco
deberia escoger? Justifique su respuesta.

La sefiora Pérez decide invertir US$10.000 en
un banco que ofrece una tasa de interés del
6% anual compuesto mensual. Si quiere
obtener una ganancia de USS$5,000, cuanto
tiempo debe esperar.

Un inversionista decide poner un capital de
€15,000 en una cuenta de altisimo riesgo que
rinde al 12% mensual compuesto quincenal.
Al cabo de tres meses, cuanto habra subido
su capital.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Para le mismo problema anterior, pero
suponga ahora que la inversion se capitaliza
es diariamente. Al cabo de tres meses, cuanto
habra subido su capital.

Las cesantias obtenidas por un trabajador
suman $12,000,000, y decide guardarlas en
un banco, que da un interés del 8% anual
compuesto mensual. Si este trabajador desea
que su capital aumente a $18,000,000, cuanto
tiempo debe esperar.

En una decisidon financiera importante, el
sefior Ramirez quiere que una inversién de
USS$3,000 dolares se dupliquen en 4 afios,
cual es la tasa de interés anual que garantiza
este monto.

Suponga ahora que el sefior Ramirez quiere
duplicar su inversién, pero en dos afios, cudl
es la tasa de interés anual que garantiza este
monto.

Una familia tiene una inversién que en cinco
afos le devuelve enteramente su capital mas
los intereses. Si esta familia quiere comparar
con ese dinero una casa que actualmente vale
$96,000,000 y cuyo valor crece anualmente a
un ritmo del 4% compuesto anual, cual es el
valor que le deberia dar la inversion.

Para su bono pensional, Don Jaime invirtié en
un fondo de ahorro un capital de $16,000,000
que brinda un interés de 10% anual
compuesto trimestral. Si don Jaime tiene 50
afos y se pensiona a los 65 afios, a cuanto
deberia ascender su bono.

Para el problema anterior, suponga que Don
Jaime quiere que su bono pensional ascienda
a $90 millones. ¢Cuanto tiempo debe esperar
a partir de su edad de retiro?

En los ultimos 4 afos, el Fondo Americano
crecid a una tasa del 10.4% anual compuesta
trimestral mientras que el Fondo La Amistad
crecid a una tasa de 10.5% anual compuesta
semestral. ¢En qué fondo de inversidén usted
pondria su dinero? Justifique la respuesta.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Juan tiene un capital que quiere poner a
producir y una entidad financiera le da dos
opciones de inversion a largo plazo. La
primera opcion es comprar un inmueble cuyo
valor se triplicard en 12 afios, la segunda
opcién, para el mismo tiempo es adquirir un
CDT para el mismo tiempo de retorno, que da
un interés del 10% anual compuesto
diariamente. Qué opcion debe escoger Juan

Una entidad financiera, ofrece a sus usuarios
una tasa de interés del 24% efectiva anual.
Obtenga las tasas de interés efectiva
semestral, trimestral, mensual, semanal y
diario.

Una entidad financiera, ofrece a sus usuarios
una tasa de interés del 12% efectiva anual.
Obtenga las tasas de interés efectiva
semestral, trimestral, mensual, semanal y
diario.

Un padre preocupado por la educacidn de sus
hijos, decide ahorrar en una entidad
financiera bajo el modelo de ahorro
programado. La entidad le paga un interés de
6% anual compuesto mensual y el padre tiene
capacidad para ahorrar $250,000 mensuales.
Dadas estas condiciones, determine el monto
acumulado al cabo de 18 afios.

Para el problema anterior, el mismo padre
decide hacer un esfuerzo adicional y logra
ahorrar $300,000 mensuales. Bajo esta nueva
condicién, cudl es el monto acumulado al
cabo de los 18 afios.

Una empresa capitalizadora de ahorros,
ofrece una promocidén para la adquisicion de
vehiculo nuevo que consiste en un pago Unico
de $4000,000, mas 60 cuotas iguales de
$500,000. Si la empresa brinda un interés de
3% anual compuesto mensual, estime el valor
del vehiculo al final del ahorro

Con respecto al problema anterior, esta
persona decide invertir los $4000,000 en un
CDT que rinde el 8% efectivo anual en un
banco externo, pero la empresa
capitalizadora le dice que como ya no va a dar
la cuota inicial, le debe bajar el interés al

34.

35.

36.

37.

38.

2.5%. Bajo esta nueva modalidad, cuanto
alcanza a ahorrar esta persona.

Finalmente, en relacién con los problemas
anteriores, el profesor de matematicas le
recomienda a esta persona que no invierta su
dinero asi y que, si quiere comprar el
vehiculo, ahorre mejor ese dinero en CDT o
acciones a largo plazo que son mds seguras.
Bajo esta modalidad la persona encuentra un
banco que le ofrece un ahorro programado a
cinco afios con un interés del 8.5%. Qué
monto alcanza a ahorrar. Saque sus propias
conclusiones.

Una familia quiere comprar un apartamento
que vale $80,000,000 y que tiene una cuota
inicial del 10%. Si la familia logra reunir la
cuota y el resto lo financia con un banco a 20
afios, con una tasa de interés del 12% anual
compuesto mensual, determine el valor de la
cuota.

Con respecto al problema anterior, un
segundo banco decide ofrecerle una mejor
tasa de interés, bajandola al 8% anual
compuesto mensual. Determine para estas
nuevas condiciones, la cuota que tocaria

pagar.

Las politicas de préstamos para un banco,
estipulan que el monto maximo que le
pueden prestar a una familia corresponde a
una cuota que no supere el 30% del total de
los ingresos brutos de la familia. En este caso
una familia compuesta por dos personas que
trabajan y cuyos salarios suman $2,000,000,
quieren comprar una casa de $85,000,000 a
10 afos. Determine el monto maximo que le
puede prestar el banco si la tasa es del 9%
anual compuesto mensual y el excedente o
cuota inicial que deberia invertir esta familia.

La familia de problema anterior, tiene un
ahorro de $20,000.000 para la cuota inicial,
sin embargo, deben aumentar el plazo para
poder alcanzar a pagar la casa con el
préstamo bancario. Estime el valor maximo
que le puede prestar el banco para un plazo
de 15 afios, 20 afios y 25 afios.

CAPITULO II. Funciones



163

| Matematicas I para Ingenierias, Ciencias Econdmicas y Administrativas

| Seccion 2.6: Matematicas financieras

39. Compras por tarjeta de crédito tiene uno de

los intereses mas altos del mercado,
normalmente cercanos a techo de usura.
Suponga que se quiere hacer la compra de un
celular que vale $3,600, 000 con una tarjeta
de crédito que tiene un interés del 3% anual
compuesto mensual. Si se difiere le préstamo
a 6 cuotas determine el plan de pagos.

40. Una persona compra con tarjeta de crédito un

televisor que vale $3,600,000, diferido a 36
cuotas, determine el monto total pagado si
adicional al préstamo que es pactado al 32%
anual compuesto mensual, el usuario debe
paga $20,000 de cuota mensual de manejo y
un seguro de $8,000 durante el tiempo que
dure el crédito.
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