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Estrategias de ensefianza en geometria y su
relacién con el aprendizaje significativo de
Ausubel en colegios oficiales de Dosquebradas'

Teaching strategies in geometry and their
relationship with Ausubel’s significant learning
in official schools of Dosquebradas

Marquez-Vera, Jose Alirio’
Resumen

Se muestran las relaciones entre las percepciones de maestros y
estudiantes de bdsica secundaria en los colegios oficiales de Dosquebradas,
frente a la aplicacién de estrategias de ensefanza y aprendizaje significativo
en geometria segiin Ausubel. El estudio es cuantitativo, transversal, no
experimental con alcance descriptivo correlacional. Se realizé en bdsica
secundaria (6,7,8,9) en las IE oficiales. Se encuestaron 30 maestros de
geometria y 356 estudiantes del nivel mencionado.

La postura de los maestros se obtuvo del instrumento EEDAS en
geometria. Para los estudiantes se aplicé la escala de aprendizaje significativo
de Ausubel en geometria EASIG, validados por pilotaje y expertos.
El andlisis de la informacién se hizo mediante tablas de frecuencias,
seméforos, correlaciones, andlisis factorial y escalamiento multidimensional
PROXCAL en SPSS. Respecto de los maestros de geometria, se puede
decir que estos tienden a aplicar unas estrategias de enseflanza mds que
otras, lo que denota que hay faltantes en la ejecucién de ciertas estrategias

1  Elarticulo es el resultado de la tesis doctoral realizada con la Universidad Cuauhtémoc EAD,
Plantel Aguascalientes de México, I semestre del 2023.
2 Secretarfa de Educacién Dosquebradas; https://orcid.org/0009-0002-0173-1449. Contacto:

aliriomarquezv@gmail.com
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para alcanzar mejores aprendizajes como la integracion de las TIC en el

Exactasy Naturales

proceso formativo, tomar en cuenta el contexto, la opinién y gustos de los
alumnos, entre otras. Los datos de los estudiantes permitieron determinar
que no hay un aprendizaje significativo de la geometria en basica secundaria,
pues no hay condiciones favorables que permitan alcanzar los saberes del
curriculo como la intensidad horaria inadecuada, escaso uso de software
de geometria, etc. Por esto, se deben realizar esfuerzos conjuntos entre los
miembros de la comunidad educativa para lograr mejores aprendizajes y
por ende mejorar resultados académicos.

Palabras clave: ensefianza secundaria, aprendizaje significativo,
geometria, mejoramiento académico, escalamiento multidimensional.
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Abstract

The relationships between the perceptions of teachers and secondary
school students in the official schools of Dosquebradas regarding the
application of teaching strategies and meaningful learning in geometry
according to Ausubel are shown. The study is quantitative, cross-sectional,
non-experimental with a correlational descriptive scope. It was carried out
in basic secondary (6,7,8,9) in the official IE. 30 geometry teachers and
356 students of the mentioned level were surveyed.

The teachers’ posture was obtained from the EEDAS instrument
in geometry. For the students, the Ausubel significant learning scale
in EASIG geometry was applied, validated by pilots and experts. The
analysis of the information was done using frequency tables, traffic lights,
correlations, factor analysis and PROXCAL multidimensional scaling in
SPSS. Regarding geometry teachers, it can be said that they tend to apply
some teaching strategies more than others, which indicates that there are
gaps in the execution of certain strategies to achieve better learning, such
as the integration of ICT in the training process, taking into account the
context and the opinion and tastes of the students among others. The data
of the students allowed us to determine that there is no significant learning
of geometry in secondary school, since there are no favorable conditions
that allow reaching the knowledge of the curriculum, such as inadequate
hourly intensity, little use of geometry software, etc. For this reason, joint
efforts must be made among the members of the educational community
to achieve better learning and, therefore, improve academic results.

Keywords: Secondary education, significant learning, geometry,
academic improvement, multidimensional scaling.
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I. INTRODUCCION

Exactasy Naturales

A nivel internacional, segiin Glaeser [1], la educacién matemadtica tiene
dificultades y estamos viviendo la crisis de la educacién geométrica, porqué
el continuo reformismo de los planes de estudio ha generado notables
impactos en la ensefianza y aprendizaje de la misma [2], afectando incluso
el aprendizaje de los contenidos bdsicos que deberian ser impartidos

en bésica secundaria seglin los estidndares bédsicos de competencias de
matemdticas MEN [3].

Este estudio contribuye obteniendo el estado actual de la geometria en
basica secundaria en las IE oficiales de Dosquebradas, visualizando sus
problemdticas, grado de implementacién y aportando una herramienta
para la medicién de su aprendizaje significativo (EASIG), basado en los
instrumentos utilizados por Pabén [4].

El objetivo principal era determinar la relacién entre las estrategias de
ensefianza en geometria, que favorecen su aprendizaje significativo segiin
la teoria de Ausubel en estudiantes de bdsica secundaria de las IE oficiales
de Dosquebradas.

II. DESARROLLO

El estudio es de tipo cuantitativo, transversal, no experimental, con
alcance descriptivo correlacional. Se usaron 2 instrumentos con escala Likert
(5 opciones) para obtener la informacién: las estrategias de ensefianza
docente para aprendizajes significativos EEDAS (50 reactivos) obtuvo
las percepciones sobre las estrategias que usan 30 maestros de geometria,
el segundo la escala de aprendizaje significativo de Ausubel en
Geometria EASIG (30 reactivos) obtuvo las percepciones de 356 alumnos
sobre el aprendizaje significativo de la geometria segiin Ausubel, ambos
instrumentos fueron validados por expertos y pilotados obteniendo un alfa
de Cronbach de 0,934 y 0,846 respectivamente.
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La informacién se analizd con SPSS.v26 utilizando: a) Tablas de

frecuencias, b) Seméforos de aplicacién, c) Andlisis factoriales, d)
Correlaciones y e) Escalamiento multidimensional.

a)

b)

Las tablas de frecuencias permitieron analizar, uno a uno, los reactivos
que se utilizaron para medir las percepciones tanto de maestros como
de estudiantes, donde se pudo encontrar que los maestros de geometria
usan mds ciertas estrategias, los estudiantes manifestaron que les gusta
la geometria, pero la intensidad es baja y no tienen en cuenta sus
intereses, entre otros.

Los semdforos con rangos muestran los condensados de cada item
teniendo en cuenta la sumatoria de las opciones con mayor frecuencia
(4y5), si estdn en una baja (0-50%=Rojo), media (51-70% =Amarillo)
o buena aplicacién (71-100%=Verde) (ver Tabla 1y 2).

TABLA I - SEMAFORO ITEMS EEDAS

=
T
ITEMS - EEDAS =
§
1. Al inicio de una nueva tematica de geometria pido a los estudiantes que se hagan una idea o
previa del contenido observando el contexto, fotografias o aspectos cotidianos. o
2. Utilizo los momentos de maxima atencion (principio de la clase), para retroalimentar los con-
ceptos geométricos mas importantes.
3. Al inicio de la clase de geometria utilizo: Computador, tableta, celular o similares para captar
mejor la atencion de los estudiantes.
X
4. Durante las explicaciones en clase de geometria hago uso de un tono de voz alto para activar =

la atencion de los estudiantes.

DE COLOMELL

Irﬁ ﬂ UNIVERSIDAD
’ + %o NACIONAL




Encuentro Internacional sobre

O la Enseranza de Ciencias
Exactasy Naturales

5. Cuando inicio un tema nuevo de geometria dialogo sobre la relacion entre éste y otras areas o
elementos del entorno para contextualizar el saber.

6. Cuando inicio un nuevo periodo escolar o tematica informo a los estudiantes qué estrategias
se van a emplear en geometria.

7. Antes de comenzar un tema nuevo de geometria realizo la planeacion de los objetivos y metas
que se pretenden conseguir.

8. Al introducir un tema geométrico, pregunto sobre el interés que le genera a los estudiantes y
las expectativas que tienen sobre él.

9. Planteo retos iniciales de geometria a los estudiantes y animo a que los resuelvan.

10. Al iniciar una explicacion hago un pequefo resumen para dar a conocer la informacion de la
nueva tematica de geometria.

11. En algunos espacios de geometria ensefio a los estudiantes como identificar los elementos
mas importantes en las tareas y actividades propuestas.

12. Incentivo el empleo de colores, lineas diferentes, recuadros para diferenciar los conceptos
principales de los conceptos secundarios en los textos de geometria.

13. Empleo en geometria la ensefianza multi-sensorial (musica, imagenes o fotografias, material
manipulativo, videos, peliculas, presentaciones).

14. Uso algun software como GeoGebra, Cabri, CloudLabs u otros para ensefiar topicos geomé-
tricos.
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15. Solicito a los estudiantes que expresen con sus palabras los conceptos geométricos dados
para determinar la comprension del tema.
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X
(=)
O

16. Explico como identificar elementos claves de geometria que permiten recordar mejor la

tematica.

17. Al finalizar cada tema de geometria realizo un repaso de los conceptos importantes vistos y

sus generalidades.

18. Solicito a los alumnos que escriban, dibujen o representen la idea principal al desarrollar un

tema geométrico.

19. Empleo analogias o metaforas en las explicaciones de geometria que permiten un mejor

acercamiento del conocimiento al estudiante.

20. Solicito a los estudiantes que planifiquen una o mas soluciones a problemas geométricos con
su respectivo método.

66,6%

21. La frecuencia con que enseflo temas de geometria al mes a mis estudiantes es:

22. Organizo la clase de geometria de tal forma que contenga espacios de teoria, espacios de

reflexion, trabajo individual y/o colectivo.

23. Promuevo la realizacion de resimenes, mapas conceptuales, esquemas, figuras o diagramas
de los temas de geometria vistos o previamente consultados.

24. Utilizo material didactico (tangram, juegos, origami y otros) para ensefar geometria.
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25. En las explicaciones de alglin tema geométrico empleo graficos, tablas.

26. Sugiero para la presentacion de tareas y actividades en geometria el uso de normas como:
Orden, trazos rectos, buena presentacion, etc.

27. Promuevo el uso de medios tecnologicos como tabletas, celular, o computador para resolver
los ejercicios de geometria en un programa especializado.

28. Sugiero a los estudiantes que antes de contestar las preguntas de geometria construyan un
pequeiio guion mental donde tengan todos los elementos solicitados.

29. Brindo pautas para la solucion de problemas, tareas o actividades de geometria.

30. Durante la planeacion de la clase de geometria distribuyo el tiempo de acuerdo con el nivel
de dificultad del tema y el volumen de los contenidos.

31. Permito que los estudiantes indiquen la relacion que encuentran entre la tematica nueva y los
conocimientos previos de geometria.

32. Muestro aplicaciones de las tematicas geométricas vistas en clase con elementos de la vida
diaria.

33. Durante el desarrollo de la clase de geometria solicito que realicen deducciones o saquen
conclusiones a partir de la informacion dada.

66,7%
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34. Pido que busquen aplicaciones sobre el tema visto en geometria y se debata en clase.

35. Durante el desarrollo anual de las tematicas geométricas relaciono la tematica actual con las
vistas anteriormente.

36. Durante los espacios de explicaciones en las clases realizo preguntas que generan la conso-
lidacién de conceptos geométricos.

37. Promuevo la reflexion sobre los resultados obtenidos en el proceso evaluativo de la geome-
tria y la busqueda de estrategias que permitan alcanzar las metas.

39. Durante el proceso evaluativo en geometria parto de los conceptos basicos aprendidos al
comienzo del tema o curso para retroalimentar la nueva informacion.

40. Durante el desarrollo de las tematicas de geometria hago relaciones entre las nuevas temati-
cas y las vistas anteriormente.

41. Promuevo el estudio grupal para compartir ideas y motivar el aprendizaje.

38. Impulso la busqueda de soluciones propias de una situacion problémica en geometria. I

42. Cuando un estudiante en un examen de geometria se “bloquea”, lo motivo a usar otras estra-
tegias como la asociacion de ideas, dibujos, o imagenes mentales.
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43. Apoyo a los estudiantes en clase de geometria para que sean conscientes de sus fortalezas y
oportunidades de mejora.
g
44. Promuevo el estudio auténomo de la geometria. &
45. Ayudo a que los estudiantes empleen estrategias que les permitan entender mas asertivamente
las tematicas de geometria.
46. Apoyo a los estudiantes hacia el alcance de metas personales dentro de la clase de geometria. I
N
47. Oriento el proceso de aprendizaje de los estudiantes y los ayudo a establecer pautas para &
alcanzar las metas propuestas en geometria. *®
R
. = 2 o o (321
48. Oriento la ensefianza de la geometria centrado en los gustos del estudiante y las necesidades S
v

del contexto.

49. Reconozco el proceso de aprendizaje geométrico de los estudiantes por encima de las cali-
ficaciones.

50. Reconozco el esfuerzo por aprender de los estudiantes en geometria y se los comunico tanto
a ellos como a sus acudientes.
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TABLA II - SEMAFORO ITEMS EASIG

ITEMS-EASIG

G
B
D
=

2. Cuando el profesor ensefia un tema nuevo de geometria en clase, sientes que

es sencillo aprenderlo.

7. Crees que la geometria es mas facil de comprender que otras asignaturas. I

18. El profesor dialoga con tus padres y les informa sobre tus notas de geometria. I
R
wn

28. Me motiva el ambiente en clase de geometria por ser agradable y respetuoso. S
X

29. Pienso que el estudio de la geometria es importante para la vida. %ﬁ

30. Creo que soy un estudiante ordenado y responsable en clase de geometria.

4. Con qué frecuencia sientes que estas atento a la clase de geometria que realiza

tu profesor.

R
(=)
w

5. Sientes que, al estudiar en grupo aprendes mejor los temas de geometria.
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6. Los aprendizajes previos de geometria me facilitan el aprendizaje de nuevos =
el

temas.

13. El profesor realiza la clase de geometria segun tu gusto y forma de aprender.

15. Tus padres te ayudan a resolver las tareas de geometria que deja el profesor.

20. Al profesor de geometria le gusta que todos se lleven bien en clase.

12. El profesor te evaliia mediante un examen en cada clase de geometria.

X
=3
14. Sientes que las tareas de geometria dejadas por el profesor para tu casa, te S‘
ayudan a aprender mas. 0
24. En geometria desarrollo todas las actividades propuestas.
X
25. En clase realizo proyectos o construcciones que me permiten comprender X
como la geometria es importante para el desarrollo de mi entorno. o
X
26. Cuando presento pruebas externas (Saber, Avancemos, Instruimos u otras) 2"
"

recuerdo con facilidad los temas de geometria ensefiados en clase.

ﬂ m ¥ UNIVERSIDAD
Y4 NACIONAL

Ilmrﬂm |tmelng4- DE COLOMELY

18



Encuentro Internacional sobre

) la Ensefianza de Ciencias
Exactasy Naturales
S
27. Le explico a mis compaiieros los temas vistos de geometria cuando ellos no s
w

comprenden.

9. Tt profesor vuelve a explicar con paciencia y buena actitud lo que no entiendes
de geometria.

10. El profesor explica con ayuda de imagenes, videos, programas de computador
u otros, los temas de geometria para tu mejor comprension.

11. El profesor te comunica con claridad los objetivos de la clase de geometria.

16. Participas en todas las clases de geometria.

19. El profesor dialoga contigo sobre lo que te sucede en casa o en clase de geo-
metria.

23. Comunicas con facilidad tus ideas y opiniones sobre los temas de geometria.

1. Las veces al mes que el profesor de matematica o geometria te ensefia temas
como figuras planas, perimetros, areas, volimenes, puntos, tipos de lineas, angulos,
mediciones, patrones y/o problemas geométricos, entre otros. Es:

3. El profesor me incentiva continuamente para entender y aprender mejor los
temas de geometria.

64,9%
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X
8. El uso de las fichas (fotocopias), lecturas del tema que te da el profesor, te 3“
O

ayuda a comprender mejor la clase de geometria.

N

17. Las clases que realiza el profesor mediante juegos como origami u otros te :"
ayudan a entender mejor los temas de geometria. o
2

21.El profesor de geometria te brinda o solicita material didactico (regla, compas, =

O

tangram, plastilina, etc) para desarrollar los ejercicios.

22. En clase usas computador, tableta o celular para aprender geometria con pro-
gramas especializados como: GeoGebra, AutoCAD, Cabri, Cloud labs u otros.

c) No fue posible realizar un andlisis factorial para los datos de las
EEDAS, debido a que el niimero de reactivos fue mayor a los datos. Para
los datos de EASIG, el andlisis factorial arrojé un modelo matemdtico con
8 componentes que explican el 52,1% de la varianza (Figura 1).

Varianza total explicada

Autovalores iniciales Sumas de cargas al cuadrado de 12 rotacian
Companents Total % de varianza % acumulado Total % devarianza % acumulado
1 B,451 21,504 21,504 3109 10,662 10,662
2 1,750 5833 27,337 2197 7323 17,885
3 1,480 4 968 32,304 2124 7,080 25 DES
4 1,378 4,595 36,900 - 2,075 - £,916 . 31,881
] 1,217 4,056 40,956 1,779 5,928 37,810
B 1175 3916 44,372 1,458 4,860 42,770
7 1131 3772 48,643 1,414 4712 47,482
8 1,040 3,467 52,111 ' 1,388 ' 4,628 ' 52,111
g gav7 3291 55401

Fig. 1. Varianza total EEDAS modificado
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d) Las correlaciones entre las dimensiones de cada instrumento

Exactasy Naturales

mostraron correlaciones positivas, lo cual permite decir que al aumentar
la aplicacién de unas dimensiones aumentan las otras, mejorando la
ensefanza y aprendizaje de la geometria en bdsica secundaria (Figura 2 y 3).

Correlaciones
A_R_Conteni  Previos_Muev  Motivacion_A
C_Previos do a_Info pren
C_Previos Correlacion de Pearson 1 ,803“ kil g ,?62“
Sig. (hilateral) . 000 ‘ 000 . 000
I 30 30 30 30
A_R_Contenido Comelacian de Pearson 803" 1 767" T
Sig. (bilateral) 000 000 000
i 30 | 30 30 | 30
Previos_Mueva_Info  Correlacion de Pearson 81 g" ,TET“ 1 B1 "
Sig. (bilateral) 000 ' 000 ' 000
M Kl a0 30 30
Motivacion_Apren Caorrelacion de Pearson ,T62” ,747‘ a1 3" 1
Sig. (bilateral) 000 000 000
M 30 30 30 30

* | correlacion es significativa en el nivel 0,01 (bilateral).

Fig. 2. Correlacién de Pearson — EEDAS
Nota. EEDAS=Correlacién alta y positiva.

Correlaciones no paramétricas

Correlaciones
Caractarizact

an Condiciones  Agimilacion  Lenguaje  Facilitacion

Rho de Spearman  Caracterizacian  Coaficionte de 1,000 A" " 520" 2"
Cofm clon

Sig. (loral) Joo Lli[n]) 0o o000

N 56 356 1568 356 356

Condieionas wr” 1,000 ans” an” asi”

Sip. (bilatzral) .ooo L0 oo 00d

N 356 356 356 356 356

Asimilacion Goaflclente do 5917 ans 1,000 s s01”
carrelaciin

&g, (bilaeran o0 S0 ¥ oo 000

M 356 356 356 386 356

Languaje Coafiziani da 529" an” s 1,000 A"
corelaciin

Slg, (bilzeral) ao0 Ao o0 000

M 36 EEL] 356 386 356

Facitacion Coaficiante de 520 a5 s03” 4" 1,000
camelacion

Sy, (bilatgral oo i) 000 oo
M 356 356 356 356 356

™ Lacomalaciin a8 signifeatea én @l aival 001 (nilateral)

Fig. 3. Correlacién de Spearman - EASIG
Nota. EASIG= Correlacién moderada y positiva.
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e) Como no fue posible correlacionar las EEDAS con los datos

de EASIG por la diferencia entre muestras, se realizé el escalamiento
multidimensional PROXCAL para obtener un mapeo de las opiniones de
maestros y estudiantes, considerando los datos de los 80 reactivos (Figura 4).

Bondad de ajuste

Resumen de procesamiento de casos Medidas de estrés y de
ajuste

Casos a0
Braenes ; Estrés bruto normalizado 03188
Objetos a0 Estrés-| N 78559
Proximidades  Total de proximidades 31607 Estrés-|l 316717
: b
Proximidades perdidas 0 S-Estres 04585
Proximidades activas® 3160 Dispersidn contada para 6812

(DAF.)

a. Suma de todas las proximidades

estrictamente inferior-triangular. Coeficiente de 98383

congruencia de Tucker

PROXSCAL minimiza el estrés bruto
normalizada.

b. Las proximidades activas incluyen todas las
proximidades no perdidas.

a. Factor de escalamiento
dptimo=1,033.

b. Factor de escalamiento
dptimo=1,002.

Fig. 4. Factores del escalamiento multidimensional

El “Estrés bruto normalizado” arroja pertinencia del modelo para el
andlisis de las variables, ya que este es cercano a cero, lo que se confirma con
el coeficiente de congruencia de Tucker y el D.A.E (Dispersién contada)
préximos a uno, lo que hace éptimo el modelo [5].
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Fig. 5. Mapeo de las proximidades entre los datos de variables

La Figura 5 muestra buenas puntuaciones en las variables de ensenanza
(VE) cerca de la coordenada (-0.5, 0.0), lo que indica que tienen una buena

implementacidn, las variables alejadas de este punto
p )

en cualquier direccién

indican otra calificacién, por ejemplo, las variables de aprendizaje (VA)
muy alejadas como la VA22, VA14 y la VE14, indican bajas percepciones.
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ITII. CONCLUSIONES

La geometria escolar necesita cambios estructurales ayudada por la
comunidad: por parte de la Secretaria de Educacién dotar los colegios
con elementos idéneos para su ensefianza PC, libros, material didéctico,
entre otros. De los rectores trabajar en un cambio curricular donde se
mejore la intensidad horaria y se contextualicen los temas a desarrollar.
De los maestros mejorar las estrategias poco usadas, teniendo en cuenta
las opiniones de los alumnos y su contexto, considerando las dimensiones
del aprendizaje significativo de Ausubel en las planeaciones, ensefiando
la teorfa con aplicaciones pricticas, proporcionando a los estudiantes
ejemplos concretos, problemas desafiantes y actividades interactivas que
fomenten la exploracién y el razonamiento geométrico; y de los padres y
alumnos el compromiso requerido para su formacién.
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Un ejemplo de tarea con sentido para la
formacién de profesores de matemadticas
alrededor de la generalizacién algebraica'

Exactasy Naturales

An example of task with sense for the
education of mathematics teachers around
algebraic generalization

Mora-Mendieta, Lyda Constanza’,
Rendén-Mayorga, César Guillermo®y Morales-Rozo, Natalia*

Resumen:

Se presenta un ejemplo de zarea con sentido para la formacion inicial
de profesores de matemadticas. La tarea mds global, de la que se expone
aqui una parte, ha sido implementada en distintos semestres de los
programas de licenciatura en matemdticas y licenciatura en educacién
basica primaria, de la Universidad Pedagégica Nacional. Tiene como
propoésito que los futuros profesores identifiquen acciones/intervenciones
del profesor de matemdticas que median el proceso de generalizacién y
que puedan utilizar en sus futuras practicas profesionales, observando de

1 Este documento corresponde a un avance parcial de la investigacién “DMA-629-23. Tareas
con sentido para profesores que ensefiardn matemdticas, un ejemplo desde la Did4ctica de
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forma sistemdtica un video de una clase de matemaiticas, alrededor del

objeto matemadtico escolar: nimeros impares. Con ese documento se busca
la puesta en préctica de tareas como esta, en programas de formacién de
profesores de matemadticas, desarrollando competencias profesionales del
educador matemitico.

Palabras clave: formacién del profesor de matemdticas, tareas con
sentido, mirar de manera profesional, generalizacién, dlgebra temprana.

Abstract

This document presents an example of a zask with sense for the education of
mathematics teachers. The global task, of which only a part is exposed here,
has been implemented in programs in mathematics and undergraduate in
primary or secondary education of the Universidad Pedagdgica Nacional.
Its aim is that future teachers to identify the actions of the mathematics
teacher in the generalization process and they can use it in their future
professional practice, through the systematic observation of a video of a
math class around odd numbers. This document seeks to implement tasks
like this in math teacher programs for developing of professional skills of
the mathematics educator.

Keywords: education of mathematics teacher, task with sense, noticing,
generalization, early algebra.
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1) INTRODUCCION

Guacaneme y Mora [1], con la intencién de precisar los objetos de
estudio del campo de la Educacién del Profesor de Matemadticas [EPM]
y distanciarse de los de la Educacién Matemdtica [EM], proponen un
modelo en el cual establecen cuatro lineas de investigaciéon del campo;
una de ellas, en la que se ubica este documento, es la formacién de los
profesores de matemdticas. Esta linea corresponde a lo que Dolores, ez
al. [2] relacionarfan con aquello que tiene como objeto la ensefanza y el
aprendizaje de las matemdticas y el objetivo de propiciar el aprendizaje de las
matemadticas. Para que este se desarrolle en los nifios y jévenes, es necesario
crear escenarios y estrategias de ensefianza en la formacién de profesores,
que impliquen el dominio del saber matemadtico y de conocimientos acerca
de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas, los cuales no son tan
naturales, como suele creerse.

Eneste marco, hansurgido distintasestrategias o dispositivos de ensefianza
que buscan vincular la teorfa con la prictica del profesor de matemdticas,
entre estos: los estudios de caso, las videograbaciones, entrevistas clinicas,
situaciones de microensefanza, etc. [3] para desarrollar competencias
profesionales en los profesores de matemadticas, particularmente la que se
ha denominado “mirar profesionalmente las situaciones de ensefianza de
las matemadticas” [4], usualmente conocida como “noticing” [5].

Tomandocomoreferentelacompetenciadocente “mirarprofesionalmente
las situaciones de ensefianza”, se ha venido desarrollando un proyecto de
investigacién en la Universidad Pedagégica Nacional [UPN], por parte del
grupo Research on Mathematics Teacher Education [RE-MATE], alrededor
de la sistematizacién de tareas para la ensenanza y el aprendizaje de la
Aritmética y el Algebra, con el fin de proveer tareas para la formacién
de profesores de matemdticas que den sentido a su formacién. Asi, se ha
conceptualizado el constructo “tarea con sentido para la formacién de
profesores de matemdticas” (en adelante tarea con sentido), sobre el cual
se han reformulado algunas de las tareas que otrora han sido utilizadas en

programas de la UPN.
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2) DESARROLLO DEL DOCUMENTO

Para la constitucién de lo que entendemos por tarea con sentido y la
seleccién detareasen este contexto, larutametodoldgicaseguidase resumeen:

1) Seleccién de tareas que los autores del proyecto han desarrollado antes.

2) Identificacién de caracteristicas comunes entre las tareas.

3) Revisién documental en relacién con tareas para la formacién de
profesores.

4) Construccién colectiva del objeto wrea con sentido.

5) Reformulacién de las tareas inicialmente seleccionadas a partir de la
conceptualizacién construida.

Para precisar lo que aqui se desarrolla, grosso modo, entendemos
tarea con sentido como una demanda estructurada, mediante la cual el
formador brinda oportunidades de aprendizaje a los futuros profesores de
matemadticas, con un contenido (matemdtico o didictico) y un propésito
de aprendizaje, involucrando situaciones vinculadas a la prictica o futura
préctica profesional y guiada por resultados de la investigacién en EM;
para promover el desarrollo de conocimientos, competencias y destrezas
necesarias en el futuro profesor de matemadticas.

Para el desarrollo de zareas con sentido, decidimos seguir la metodologia

propuesta por Aké y Lépez-Mojica [6], esta es:

@ Experieﬂa: Generalizacion e
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Nota: L.P Aké y J. M. Lépez-Mojica, “Naturaleza de las tareas
profesionales en la formacién de profesores de matemiticas”, Pdginas de

Educacion, vol. 13, n.° 1, pp. 58-81, 2020.

Exactasy Naturales

A partir de lo anterior, se propone una tarea, nucleo de este documento,
cuyo contexto se describe a continuacién: videograbacién de una clase
con estudiantes de 6 a 11 anos, buscando simular un aula multigrado
(planeada por los profesores Mora, Salazar y Molina, en 2012) en desarrollo
del proyecto “Todos a Aprender” del Ministerio de Educacién Nacional
colombiano, en convenio con la UPN, grabada en el Instituto Pedagégico

Nacional.
Fase inicial Fase individual Fase gn|pul
Planteamiento de la Anilisis sobre la — Discusion sobre la
situacion(es) situacion(es) a través de Fase individual
preguntas dirigidas acorde
al MKT l
Fase tedrica
Fase institucional Fase de reajuste Lectura de articulos
Retroalimentacion de Contraste de la fase cientificos vinculados al
cada una de las fases — individual y grupal a luz de planteamiento de la fase
la fase tedrica inicial a través de
preguntas dirigidas
acorde al MKT

Fig. 2. Estudiantes de primaria experimentando la generalizacién.

Nota: CINNDET UPN. Experiencia: Generalizacién en primaria.
La situacién que se propone en la clase del video es:

“Con palitos de paleta representar un tridngulo, de tal manera que solo se
utilice un palito para cada lado del tridngulo. A partir de este, formar un nuevo
tridngulo tal que este comparta un lado con el tridngulo anterior. Después,
hacer un nuevo tridngulo con las condiciones anteriores y otros dos”.

Luego se plantean preguntas que los estudiantes deben resolver primero
de manera individual y luego por equipos, entre ellas tenemos:
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* ;Cudntos palitos de paleta necesitamos para construir 22 tridngulos

con las condiciones dadas (compartir un lado con el primer tridngulo)?

e Escribir la explicacién de la forma como se determiné la cantidad
de palitos de paleta necesarios para construir 22 tridngulos con las
condiciones dadas.

Lo primero que deben hacer los maestros en formacién profesional
inicial, es resolver la situacién, luego ver el video y responder a estas dos
inquietudes (tanto individualmente como en grupo):

1. ;Hay evidencia(s) del proceso de generalizacién? ;Cudl(es)?
2. ;Cudles acciones de la profesora contribuyen a que los estudiantes
desarrollen la tarea/actividad propuesta?

Seguidamente, los maestros en formacién inicial leen dos documentos:

(71y [8].

Después, se desarrolla la fase de reajuste. Finalmente, lo que se pretende
institucionalizar es que:

* La clase evidencia el proceso de generalizacién porque: se consideran
ndmeros como variables; se establecen relaciones de tipo funcional
(entre el numero de tridngulos y el nimero de palitos); se buscan y
establecen patrones y se explicitan relaciones funcionales como:

“Para encontrar la cantidad de palitos usados para construir cierta cantidad
de tridngulos, con las condiciones dadas, se:

a. Suma dos a la cantidad de palitos utilizados en la construccion del
tridngulo anterior”.

b. Multiplica el niimero de tridngulos por dos y se le suma uno”.

Resta uno a la cantidad de tridngulos, se multiplica por 2 y se le suma tres”.

d. “Para construir una cantidad de tridngulos miltiplo de cinco, la
cantidad de palitos necesarios termina en uno’.

o
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* Las acciones de la profesora, que contribuyen al desarrollo del proceso

de generalizacién, son: evita ser declarativa, es el estudiante quien
establece las relaciones de tipo funcional; promueve el uso de material
concreto, ilustra patrones exph'citos para relacionar patrén-posicion;
aumenta gradualmente el valor de la posicién, reafirma, cuestiona y
contrapregunta.

Fig. 3. Profesora contribuyendo
al desarrollo del proceso de generalizacién.

Nota: CINNDET UPN. Experiencia: Generalizacidn en primaria.

CONCLUSIONES

El disefio de tareas para la formacién de profesores de matemadticas
va més alld de considerar un conjunto de preguntas que puedan resultar
interesantes a juicio del formador de profesores de matemdticas; es
importante que estas tengan dos soportes bdsicos, para que sean tareas con
sentido: la relacién con la prictica o futura prictica profesional del profesor
y la relacién clara con elementos propios de la investigacién en Educacién
Matemdtica, que vinculen los objetos matemdticos que ensefiardn para
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profundizar en estos, tanto en lo concerniente al dominio tedrico como en

lo que se refiere a la ensenanza y el aprendizaje de estos.

Son varias las estrategias diddcticas que se encuentran en la literatura
para promover la competencia “mirar profesionalmente la préictica de
ensefiar matemadticas” (noticing), entre ellas, el estudio de clase (mds 6ptimo
para la formacién en ejercicio que, para la formacién inicial, a juicio de
algunos), la revisién de protocolos, el andlisis de entrevistas clinicas, la
realizacién de problemas matemadticos de distintas formas, las situaciones
de microensefanza, entre otras [4].

Es fundamental que todo lo anterior sea reconocido por el formador de
profesores de matemdticas, para que su prictica profesional esté situada,
actualizada y sea pertinente para su ejercicio docente.
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Analisis de errores en estudiantes

de grado once cuando resuelven problemas
con numeros racionales

Analysis of errors in eleventh grade students
when solving problems with rational number

Arias-Aristizdbal, Cristian Mauricio', Uzuriaga-Lopez, Vivian

Libetlh? y Sdnchez-Bedoya, Héctor Gerardo®

Resumen

Los ndmeros racionales son de gran importancia en nuestra sociedad,
dada la cantidad de informacién que se maneja en la vida cotidiana en
términos de porcentajes, probabilidades, razones, fracciones, entre otros
[9]. Segtin los resultados de las pruebas Saber, en la Institucién Educativa
Nazario Restrepo de Viterbo-Caldas, Colombia, en el afio 2021, solo el
25% de los estudiantes obtuvieron un puntaje superior o igual a 60% en la
prueba de matemdticas [10]. Incluso, a pesar de que durante la educacién
basica los estudiantes deben enfrentar procedimientos matemdticos que
involucran nuimeros racionales, se encontré6 que no comprenden o no
pueden aplicar una teoria a situaciones de contexto. Es por ello que la
investigacién tuvo como propésito analizar algunos de los errores que
cometen los estudiantes de grado 11 de la IE Nazario Restrepo cuando
resuelven problemas con nimeros racionales. El estudio se abordé bajo
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Contacto: cmarias@utp.edu.co.
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un enfoque cualitativo, al intentar comprender los errores en la formacién

matemadtica de los estudiantes. La informacién fue recogida mediante un
cuestionario con cinco problemas, aplicado a 17 estudiantes, y entrevista
focalizada segiin errores identificados a partir del instrumento de
valoracién adaptado de Musyadad y Martadiputra [4]: Indicadores para
la clasificacién de errores segtin la teoria de Newman. Se encontré que los
errores de transformacién y codificacién fueron los de mayor frecuencia, con
porcentajes de 26,59% y 22,84% respectivamente, identificando un uso
incorrecto de la informacién y procedimientos matemdticos inadecuados;
mientras que los errores de comprensién fueron los de mejor porcentaje,
representados en un 10,11%.

Palabras clave: resolucién de problemas, error matemdtico, niimero
racional.
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Abstract

Rational numbers are of relevant importance in our society, given the
large amount of information that is handled in everyday life in terms of
percentages, probabilities, reasons, fractions, among others [9]. According
to the results in the Saber tests, the Nazario Restrepo Educational Institution
of Viterbo-Caldas, Colombia, in the year 2021, only 25% of the students
obtained a score greater than or equal to 60% in the mathematics test [10].
Even though during basic education students have to face mathematical
procedures that involve rational numbers, it was found that they do not
understand or cannot apply a theory to context situations. That is why
the purpose of the research is to analyze some of the errors that 11th
grade students of IE Nazario Restrepo make when they solve problems
with rational numbers. The study was approached under a qualitative
approach, trying to understand the errors in the mathematical training of
students. The information was collected through a questionnaire with five
problems, applied to 17 students, and a focused interview according to
errors identified from the assessment instrument adapted from Musyadad
and Martadiputra [4]: Indicators for the classification of errors according
to Newman’s theory. It was found that the transformation and coding
errors were the most frequent with percentages of 26,59% and 22,84%
respectively, identifying incorrect use of information and inadequate
mathematical procedures; while comprehension errors were the ones with
the best percentage represented at 10,11%.

Keywords: problem solving, mathematical error, rational number.
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I. INTRODUCCION

La presente investigacién analiza las dificultades en estudiantes de
educacién media al resolver problemas con nimeros racionales, puesto que
se ha identificado en la Institucién Nazario Restrepo de Viterbo — Caldas,
dada la complejidad, operaciones y relaciones, que los estudiantes cometen
errores en la interpretacién y uso de esta temdtica, lo que se traduce en
bajos rendimientos en los resultados de pruebas internas y externas. El
marco tedrico se sustent6 segun estudios realizados por Rosado [1], Del
Puerto, er al. [2], Rico [3], Musyadad y Martaduputra [4], Silva [5] y
Newman [6], entre otros. De acuerdo a los planteamientos antes descritos,
se establecié como objetivo de la investigacién analizar algunos de los
errores que cometen los estudiantes de grado 11, de la IE Nazario Restrepo,
cuando resuelven problemas con ndmeros racionales, identificando los
tipos de errores segin la clasificacién de Newman, por lo que se sugiere un
recurso para pensar sobre el quehacer de las matemadticas y poder mejorar
su comprension.

II. DESARROLLO DEL DOCUMENTO

El estudio se enmarca en un enfoque cualitativo, al intentar comprender
los errores en la formacién matemdtica de los estudiantes en la modelacién
y solucién de problemas con nimeros racionales. La recoleccién de la
informacién se realiz6 mediante un cuestionario de cinco preguntas
aplicado a un grupo de 17 estudiantes, quienes debian resolver problemas
de contexto utilizando niimeros racionales. La prueba fue disefiada para
dos horas de clase.

Las respuestas de los estudiantes se analizaron a partir del instrumento
de valoracién adaptado de Musyadad y Martaduputra [4]: Indicadores
para la clasificacién de errores segtin la teoria de Newman. Se citaron los
estudiantes que en la prueba tuvieran algin tipo de error y, a través de
una entrevista semiestructurada registrada en videograbaciones, se buscé
comprender de mejor manera lo realizado por el estudiante.
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Una vez identificados los errores, se calculé el cociente entre el niimero

Exactasy Naturales

de errores cometidos por cada tipo de error y el total de errores, para cada
una de las preguntas del cuestionario, los resultados se presentan en su
representacién porcentual, como se muestra en la Tabla I.

Tabla I- Porcentajes de error segin clasificacién de Newman

Clasificacion de errores de Newman Porcentaje de error
Lectura 20,23%
Comprension 10,11%
Transformacion 26,59%
Habilidad de proceso 20,23%
Codificacion 22.84%

En relacién a los resultados obtenidos, se pudo determinar que las
etapas de transformacién (26,59%) y codificacién (22,84%), son las de
mayor porcentaje de error y el menor porcentaje corresponde a los errores
de comprensién (10,11%). Lo anterior corrobora los resultados obtenidos
por Abdullah [7] en su investigacién, quien encontré que el 20,92% de
los errores se producen en las etapas de lectura y comprensién, mientras
que el 79,08% involucran las etapas de transformacién, habilidades de
proceso y codificacién; al igual que el estudio realizado por Musyadad y
Martadiputra [4], donde se determiné que los errores cometidos fueron:
8,3% de lectura, 13,3% de comprensién, 30% de transformacién, 18,3%
de habilidad de proceso y 21,7% de codificacion.

De acuerdo a lo anterior, se logré establecer que a los estudiantes se
les dificulta en mayor medida la escogencia de un método de solucién
adecuado y el procesamiento de datos, cuando resuelven problemas
de contexto que involucran ndmeros racionales, en cambio la lectura y
comprension del problema lo resuelven con mayor facilidad.

Se seleccionaron las preguntas con los errores mds frecuentes segun la
clasificacién de Newman, los resultados se muestran en la Tabla II.
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Tabla II- Resultados de errores obtenidos con mayor frecuencia

Clasificacion Newman Numero pregunta Porcentaje de error
Lectura No. 1 39,53%
Comprension No. 5 18,84%
Transformacion No. 1 32,65%
Habilidad de proceso No. 3 27.78%
Codificacion No. 3 25,93%

A partir de la Tabla II, se analizaron los dos porcentajes de error mds
altos.

En la Pregunta 1, cuyo propésito era evaluar el concepto de fraccién
como medida y como razén para expresar la relacién y proporcién entre dos
cantidades, se identific que presenté mayoritariamente errores de lectura y
transformacién. Los errores de lectura se debieron a que los estudiantes no
extrajeron del texto la informacién correcta para dar solucién al problema
y solo indicaron generalidades, lo que conduce a errores de proceso,
como lo presenta Rosado [1] en sus estudios, al identificar un estudiante
que confunde cuatro onzas con cuatro onceavos. Respecto a los errores
de transformacién, se encontré que los estudiantes al momento de dar
respuesta a la pregunta no propusieron los procedimientos matemdticos
adecuados, haciendo uso incorrecto de la informacién, y formulando
procesos no especificados o incoherentes. Segin el propésito de la pregunta,
los estudiantes no identificaron la proporcionalidad entre dos cantidades
como método de solucién para establecer relaciones de equivalencia,
desconociendo el concepto de fraccién como un factor determinante para
resolver el ejercicio. En los procedimientos antes descritos, se pudo verificar
que los estudiantes no tienen claridad sobre cudl de las cuatro operaciones
basicas (+, -, x, +) deben emplear y los datos correctos a utilizar [4], en sus
planteamientos matemdticos que permiten dar solucién a los problemas; lo
cual guarda relacién con los hallazgos en estudios realizados por Rohmah
[8], en cuyos resultados se encontré que los estudiantes no identifican
adecuadamente la informacién del texto, no saben cdmo transformar el
problema a un procedimiento matemdtico, no comprenden la situacién
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problema con claridad y presentan conocimientos deficientes de conceptos
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matematicos.
III. CONCLUSIONES

Dando cumplimiento a los objetivos planteados, se identificé que, a
pesar de ser los nimeros racionales una temadtica tratada de manera amplia
en los contenidos curriculares de bésica primaria y bésica secundaria, los
estudiantes contintan presentando dificultades en la interpretacién y
procesamiento de la informacién al resolver problemas con este tipo de
nimeros. También se encontraron falencias en conocimientos previos,
incoherencias al adoptar una estrategia de cdlculo en la solucién de los
ejercicios, errores en el procesamiento de datos y falta de experiencia en la
resolucién de problemas.

La metodologia aplicada en la presente investigacién constituye una
herramienta relevante en la practica docente para identificar y mejorar las
estrategias de ensenanza, al permitir identificar la manera como piensa el
estudiante y los errores que comete, a partir de lo cual se encontré que
las mayores dificultades se producen cuando se debe hacer un andlisis
proporcional con la informacién del problema, al no encontrar la manera
correcta de procesar la informacién, aplicando en cambio metodologias
inadecuadas en la solucién de los ejercicios.
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Transformacién curricular mediante
proyectos transversales para la ensefanza
de las matemadticas en la bdsica primaria’

Curricular transformation through
transversal projects for the teaching
of mathematics in elementary school

Ballesteros-Palmett, Eudys Esther’, Mejia-Aristizdbal, Luz Stella®
y Jaramillo-Lépez, Carlos Mario*

Resumen

Este documento muestra algunos avances de investigacién en el marco
de un estudio doctoral en el que se propone una transformacién curricular,
mediante proyectos transversales para la ensefianza de las matemdticas
en la educacién primaria, donde se plantea que en la actualidad existe la
necesidad de ajustar y transformar el curriculo escolar para adaptarse a las
demandas laborales, los avances cientificos y tecnoldgicos, las situaciones de
contingencia, los bajos indices de motivacién y desempeno educativo y los
diversos entornos escolares. Ademis, se destaca la necesidad de la formacién
docente y la interdisciplinariedad en el curriculo. Asi mismo, se considera
que las matemdticas pueden convertirse en un eje transversalizador de
proyectos interdisciplinares que promuevan el desarrollo de competencias
del siglo XXI, como el pensamiento critico, la resolucién de problemas y la
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competencia digital, brindando a los estudiantes la oportunidad de aplicar

conceptos y habilidades matemdticas en contextos reales, promoviendo
a su vez un aprendizaje significativo. La metodologia propuesta para el
estudio es cualitativa, utilizando un enfoque de estudio de casos, donde se
pretende contar con la participacién de maestros de educacién primaria
de una institucién publica de Medellin y utilizar técnicas de recoleccién
de datos como la observacién participante, entrevistas semiestructuradas,
grupos de discusion y andlisis de documentos; que serdn sistematizados y
analizados con el software Atlas.ti. Se esperan resultados que demuestren
los beneficios de los proyectos transversales en la transformacién curricular,
proporcionando pautas y recomendaciones para su integracién en el
curriculo, identificando desafios y obstdculos en su implementacidn.

Palabras clave: proyectos transversales, transformacién curricular,
competencias siglo XXI, ensefianza de las matemadticas, formacién de
docentes.
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Abstract

This document shows some research advances in the framework of a
doctoral study in which a curricular transformation is proposed through
transversal projects for the teaching of mathematics in primary education,
where it is stated that there is currently a need to adjust and transform the
school curriculum to adapt to labor demands, scientific and technological
advances, contingency situations, low levels of motivation and educational
performance, and various school environments. In addition, the need for
teacher training and interdisciplinarity in the curriculum is highlighted.
Likewise, it is considered that mathematics can become a transversal axis
of interdisciplinary projects that promote the development of 21st century
skills, such as critical thinking, problem solving and digital competence,
giving students the opportunity to apply mathematical concepts and
skills in real contexts and in turn promoting meaningful learning. The
methodology proposed for the study is qualitative, using a case study
approach, where it is intended to have the participation of primary school
teachers from a public institution in Medellin and use data collection
techniques such as participant observation, semi-structured interviews,
discussion groups and document analysis; that will be systematized and
analyzed with the Atlas.ti software. Results are expected that demonstrate
the benefits of transversal projects in curricular transformation, providing
guidelines and recommendations for their integration into the curriculum,
identifying challenges and obstacles in their implementation.

Keywords: transversal projects, curricular transformation, 21st century
skills, mathematics teaching, teacher training.
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I. INTRODUCCION

En la actualidad, en Colombia y en otros paises, se ha suscitado un
creciente debate en torno a la necesidad de ajustar y transformar el curriculo
educativo. Diversos factores, como las demandas laborales, los entornos
escolares de los estudiantes, los avances cientificos y tecnoldgicos, las
situaciones de contingencia ocasionadas por la pandemia del Covid-19 y
los bajos indices de motivacién y desempeno académico, han determinado
la urgencia de replantear el enfoque y contenido de la educacién.

La adaptacién del curriculo a las demandas laborales actuales, se ha
convertido en un imperativo para garantizar que los estudiantes adquieran
las habilidades necesarias para enfrentar los desafios del mundo laboral
en constante cambio [1]. Asimismo, la integracién de avances cientificos
y tecnoldgicos en el curriculo, busca preparar a los estudiantes para un
futuro cada vez mds digitalizado [2].

La pandemia del Covid-19 ha dejado en evidencia la necesidad de
ajustar el curriculo para hacer frente a situaciones de contingencia y
desafios educativos sin precedentes. La Organizacién Mundial de la Salud
ha resaltado la importancia de adaptarse a los cambios y brindar una
educacion resiliente y efectiva.

Ademis, se ha observado una preocupante disminucién en la motivacién
y el rendimiento académico de los estudiantes en los diferentes niveles
educativos [3] y [4]. Estos hallazgos destacan la importancia de realizar
cambios en el curriculo para fomentar un aprendizaje significativo y
relevante, que despierte el interés y promueva un mejor rendimiento
académico en los estudiantes.

En respuesta a estos desafios, la ciudad de Medellin ha sido pionera
en la transformacién educativa al convertirse en el Distrito Especial de
Ciencia, Tecnologia e Innovacién [5]. Como parte de esta transformacién,
se estd llevando a cabo el programa de Transformacién Curricular, que
implica revisar los planes de estudio y reevaluar el curriculo para satisfacer
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las necesidades del entorno y promover el desarrollo de las habilidades y

competencias del siglo XXI.

Sin embargo, en el proceso de transformacién curricular, se han
evidenciado desafios y dificultades. Entre ellos, se destaca la falta de
formacién de los maestros para identificar los elementos conceptuales
necesarios para una verdadera transformacién. Es fundamental brindar
a los docentes las herramientas y recursos necesarios para implementar
estrategias pedagdgicas que fomenten el desarrollo de las competencias

siglo XXI [6] vy [7].

En este contexto, la transversalizaciéon de d4reas, en particular
las matemdticas, ha surgido como una opcién para potenciar la
interdisciplinariedad y promover un aprendizaje significativo. La
interconexién de saberes y el desarrollo de habilidades cognitivas esenciales
se logran al integrar las matemdticas de manera significativa en proyectos
interdisciplinares [8].

En este sentido, esta propuesta investigativa tiene como objetivo
analizar cémo lograr una transformacién curricular mediante proyectos
transversales para la ensefianza de las matemdticas en la educacién bdsica
primaria. Se busca comprender cémo esta transformacién mejora la
ensefanza de las matemadticas y facilita el desarrollo de competencias clave
para el siglo XXI en los estudiantes.

La importancia de este estudio radica en la necesidad de fortalecer el
curriculo y promover un aprendizaje integral y enriquecido, acorde con las
demandas de la sociedad actual y la diversidad de los entornos escolares.
Asimismo, se busca proporcionar pautas y recomendaciones para que los
docentes puedan implementar proyectos transversales de manera efectiva
a partir de formaciones para ellos, potenciando asi el desarrollo de las
competencias siglo XXI en sus estudiantes [9].
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II. DESARROLLO DEL DOCUMENTO

Esta propuesta de investigacién estd enmarcada dentro de un enfoque
cualitativo, centrado en comprender en profundidad fenémenos sociales
relacionados con la ensefanza de las matemdticas en la educacién
bésica primaria; donde se utilizard un estudio de casos para examinar
detalladamente una situacién particular en su contexto real.

Se seleccionardn maestros de la bdsica primaria de una institucién
publica en Medellin, cuya participacién serd voluntaria y se enfocard en
la construccién colectiva de proyectos transversales. Estos proyectos se
articulardn con programas de formacién ofrecidos por el Ministerio de
Educacién Nacional, la Secretaria de Educacién de Medellin y por la
misma Institucién Educativa, y se espera que a partir de ellos mejore la
ensenanza de las matemdticas.

Para recopilar informacién, se empleardn diversas técnicas cualitativas,
como observacién participante, entrevistas en profundidad, entrevistas
semiestructuradas, grupos de discusién y andlisis de documentos. Se
garantizard la confidencialidad y el consentimiento informado de los
participantes, asi como una actitud reflexiva y abierta durante todo el
estudio. El andlisis de los resultados se realizard a través del software Atlas.ti.

El objetivo de esta propuesta investigativa es identificar estrategias
efectivas de ensefianza de matemadticas a través de proyectos transversales,
establecer pautas para su integracion en el curriculo, analizar percepciones
y experiencias de los docentes, identificar desafios y obstdculos, entre otros
aspectos.

Se espera que los resultados demuestren los beneficios de los proyectos
transversales en la ensefianza de las matemadticas, contribuyendo al
mejoramiento de las pricticas docentes y al desarrollo de competencias del
siglo XXI en los estudiantes de educacién bdsica primaria.
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Partiendo de que esta es atin una propuesta investigativa que inicia su
desarrollo, a partir de la revisién de la literatura y que por ahora solo se
tiene una proyeccién de lo que se espera lograr con ella, se puede decir
que los proyectos transversales pueden ser una estrategia efectiva para
mejorar la ensefianza de las matemdticas y promover el desarrollo de
competencias del siglo XXI en los estudiantes. Asi como pueden contribuir
a la transformacién curricular, integrando contenidos y contextualizando
el aprendizaje en el drea de matemadticas.

La participacién activa y voluntaria de los maestros en la investigacién
serfa una muestra de su interés en mejorar su practica docente y fortalecer
sus habilidades en la ensenanza de las matemadticas. Por ello, la formacién
docente en el drea de matemdticas es un factor relevante para el nivel de
competencias matemdticas de los estudiantes, lo que hace que se convierta
en una necesidad en el modelo de educacién actual.

En este sentido, la investigacién arrojard pautas y recomendaciones
valiosas para la inclusién exitosa de proyectos transversales en el curriculo
de matemdrticas, en la educacién bdsica primaria, y los resultados obtenidos
pueden tener implicaciones importantes para la toma de decisiones en
politicas educativas y para el diseno de programas de formacién docente,
enfocados en la ensefianza de las matemadticas.

En general, la propuesta de investigacién promete proporcionar
conocimientos significativos sobre cémo mejorar la ensefianza de las
matemdticas en la educacién bdsica primaria, a través de proyectos
transversales, beneficiando tanto a los docentes como a los estudiantes
en su proceso de aprendizaje. Las conclusiones obtenidas a partir de los
resultados finales podrian ser utilizadas para mejorar las practicas educativas
y enriquecer el campo de la educacién matemadtica.
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Ensefianza y aprendizaje de curvas en
coordenadas polares con profesores en
formacién desde el analisis diddctico!

Exactasy Naturales

Teaching and Learning of curves in polar
coordinates with teachers in training from
the didactic analysis

Gutiérrez Zuluaga, Heiller’, Aldana Bermiidez, Eliecer’

Resumen

Este proyecto de investigacién pretende aportar a la reflexién académica
acerca de cémo los profesores de matemdticas en formacién planean
y organizan la ensefianza y tiene como objetivo generar el desarrollo de
conocimientos matemdticos sobre curvas en coordenadas polares en ellos,
mediante el andlisis did4ctico, un tema no muy trabajado en dicho contexto,
en lo relacionado con el pensamiento espacial y geométrico, en el cual
poco se han dado a conocer los significados que las coordenadas polares
tienen en las acciones y en las actividades humanas. Para ello, se utiliza
la teorfa del andlisis diddctico [1] que corresponde a un marco tedrico y
metodolégico, que busca dar un significado a los conceptos matemdticos
y se fundamenta en cuatro fases: andlisis de contenido, anilisis cognitivo,
andlisis de instruccién y andlisis de actuacién [2]. Este estudio es de tipo
cualitativo e interpretativo para comprender los fenémenos educativos

1 Este articulo es producto de proyecto de tesis doctoral del candidato a doctor Heiller
Gutierrez Zuluaga, estudiante del doctorado en Ciencias de la Educacién, Rudecolombia
CADE Universidad del Quindio.

2 Universidad del Quindio; cédigo ORCID: 0000-0003-2057-5859.

Contacto: hgutierrez@uniquindio.edu.co.
3 Universidad del Quindio; cédigo ORCID: 0000-0003-1691-2699.

Contacto: eliecerab@uniquindio.edu.co.
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que ocurren en un contexto, se trata de interpretar y explicar la forma

como los estudiantes llegan a la comprensién y construccién conceptual
[3]. Estd basada en una perspectiva histérico-hermenéutica, debido a que
es un enfoque interpretativo en las Ciencias de la Educacién que busca
la comprensién global del fenémeno [4]. Como método, se empleard la
investigacidén-accién con los estudiantes de primer afo de Licenciatura en
Matemdticas de la Universidad del Quindio, registrados por primera vez
en el espacio académico de Geometria Analitica.

Palabras clave: anilisis did4ctico, curvas en coordenadas polares, profesores
en formacion.
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Abstract

This research project aims to contribute to the academic reflection
of some elements about how mathematics teachers in training plan and
organize teaching and aims to generate the development of mathematical
knowledge about curves in polar coordinates in mathematics teachers in
training, through Didactic Analysis, a subject that has not been worked on
in this context, in relation to spatial and geometric thinking in which little
has been made known about the meanings that polar coordinates have in
human actions and activities. For this, the didactic analysis theory is use
[1], which corresponds to a theoretical and methodological framework
that seeks to give meaning to mathematical concepts and is based on
four phases: content analysis, cognitive analysis, instruction analysis and
performance analysis [2]. This study is of a qualitative and interpretative
type to understand the educational phenomena that occur in a context, it
is about interpreting and explaining the way in which students come to
understanding and conceptual construction [ 3]. It is based on a historical-
hermeneutic perspective, since it is an interpretive approach in Educational
Sciences that seeks a global understanding of the phenomenon [4]. As a
method, Action-Research will be used with the first-year students of the
Mathematics Degree of the University of Quindio, registered for the first
time in the academic space of Analytical Geometry.

Keywords: didactic analysis, curves in polar coordinates, teachers in
training.

' ' : Jm UNIVERSIDAT
4 s %01 NACIONA
— DE COLOMBLA

1. G = TEDT MANTZALES




Encuentro Internacional sobre

la Enseranza de Ciencias
Exactasy Naturales

O V

I INTRODUCCION

La experiencia como docentes de matemadticas, especificamente de los
espacios académicos de Geometria Analitica, nos han permitido identificar
diversas dificultades que presentan los estudiantes, posiblemente debido ala
instruccién previa recibida, las cuales afectan el proceso de comprension de
las curvas en coordenadas polares: una de ellas es la carencia de articulacién
entre los registros algebraicos y geométricos. Asi mismo, los estudiantes
demuestran dificultad cuando se ven enfrentados al uso de teoremas y
definiciones rigurosas, pues buscan memorizar férmulas y mecanizar
procedimientos sin analizar el concepto [4]

Ademis, los estudiantes tienen concepciones erréneas de curvas en
coordenadas polares, como lo referencia Ferndndez “es que no asumen
las secciones cénicas como lugares geométricos, no le dan sentido y
significado” [5, p.24]. Las razones anteriores hacen que a los estudiantes
se les dificulte comprender las curvas en coordenadas polares como lugares
geométricos, igualmente cometen errores al vincular sus elementos desde
la representaci6n algebraica a la representacién gréfica y viceversa, ademds
presentan confusién al convertir una ecuacién general a su respectiva
ecuacién candnica y viceversa, y en algunos casos no identifican estos
objetos matemadticos al presentarles una ecuacién de segundo grado.

De acuerdo con las anteriores dificultades que se presentan en el proceso
de ensefanza y aprendizaje de las curvas en coordenadas polares, se deben
buscar estrategias que mejoren este proceso y faciliten al estudiante la
comprensién de los conceptos. Con base en las consideraciones expuestas
anteriormente, se precisa el siguiente interrogante, eje principal del problema
al cual se busca dar respuesta con la propuesta de investigacién: ;Cémo
generar conocimientos matemdticos sobre curvas en coordenadas
polares de profesores de matemdticas en formacién en contexto de
universidad?
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II. DESARROLLO DEL DOCUMENTO

Esta investigacién es de tipo cualitativa e interpretativa, para
comprender los fenémenos educativos que ocurren en un contexto, se
trata de interpretar y explicar la forma como los estudiantes llegan a la
comprensién y construccién conceptual. En palabras de Bisquerra [3, p.
309] es “un método de investigaciéon de gran relevancia para el desarrollo
de las ciencias humanas y sociales que implica un proceso de indagacién
caracterizado por el examen sistemdtico y en profundidad de casos de
un fendémeno, entendidos estos como entidades sociales o entidades
educativas tnicas”. De acuerdo con los objetivos planteados para esta
propuesta de investigacidn, estd basada en una perspectiva histérico-
hermenéutica, debido a que es un enfoque interpretativo en las Ciencias
de la Educacién que busca la comprensién global del fenémeno [6], el
objeto matemdtico son las curvas en coordenadas polares. Para ello, se
utilizard el método de la investigacidn—accién [7], porque se trata de un
plan para ejecutar, una accién o intervencién de los investigadores, una
observacién orientada a la recogida y andlisis de datos, y una reflexién final
de los resultados obtenidos. Dicho estudié se hard con los estudiantes de
primer afio de carrera, registrados por primera vez el espacio académico
de Geometria Analitica. Este estudio se realizari en la ciudad de Armenia,
en la Universidad del Quindio, Facultad de Ciencias de la Educacién, con
un grupo de 20 profesores en formacién, aproximadamente, que cursan
segundo semestre de programa de Licenciatura en Matemidticas, por
tanto, se espera que tengan los conceptos previos en coordenadas polares,
adquiridos en su formacién en bdsica primaria y secundaria del sistema
educativo colombiano, los cuales les permitan la comprensién de algunas
situaciones problema y apliquen las propiedades geométricas. El proceso
de investigacién se desarrollard mediante las cuatro fases de acuerdo con la
propuesta de Gémez [8]: el andlisis diddctico comienza con una revisién
histérica y epistemoldgica de los conceptos centrales implicados en el tema
de las curvas en coordenadas polares. Continta con el andlisis de contenido
matemadtico escolar correspondiente, que se complementa con una sintesis
que selecciona y organiza los conceptos y procedimientos relevantes que
articularn el tema de curvas en coordenadas polares. Prosigue con un
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andlisis cognitivo centrado en el aprendizaje de tales contenidos, que genera

una sintesis sobre expectativas de aprendizaje establecidas, segiin dichos
criterios, y que sirve para organizar los aprendizajes. Avanza con el anilisis
de instruccidn que, a su vez, produce una nueva sintesis que se expresa en el
disenio de las unidades did4cticas. Finalmente, el andlisis de actuacidn sobre
la evaluacién de la ensenanza y aprendizaje de los contenidos matemdticos
desarrollados en la etapa anterior, que da paso a una sintesis evaluadora del
proceso. A continuacion, se describen las actividades a desarrollar en cada
una de las fases:

Tabla I: Actividades a desarrollar en cada
una de las fases del Analisis Didactico

Fases Actividades
1. Andlisis de contenido Identificar, organizar y clasificar los significados
del concepto matemdtico en estudio, a partir de
las dimensiones: estructura conceptual, sistemas de
representacién y fenomenologia.

2. Anilisis cognitivo Establecer las habilidades y competencias que de-
sarrollan los estudiantes para profesores, haciendo
una descripcién del dominio de las nociones y
conceptos al inicio y al final del proceso.

3. Andlisis de instruccién | Disefar, analizar y seleccionar las tareas que
constituirdn las actividades de ensehanza-
aprendizaje, teniendo en cuenta los anilisis de

contenido y cognitivo.

4. Andlisis de actuacién | Determinar las capacidades que los estudiantes
han desarrollado y las dificultades que se pueden
haber manifestado.

Fuente: Elaboracién propia
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ITII. CONCLUSIONES

La puesta en marcha de esta investigacién advierte como posibles
resultados: desde la planificacién y organizacién de la ensenanza, se formard
a los profesores y se dard un aporte a la fenomenologia de las curvas en
coordenadas polares, como objeto matemdtico del conocimiento vy, en lo
que tiene que ver con el aprendizaje, responder a la pregunta de para qué
me sirven estos conceptos matemdticos. Ademds, se configura en un aporte
a politicas actuales y a los resultados de aprendizaje.
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Niveles de razonamiento covariacional, en

estudiantes de undécimo grado, evidenciados
mediante situaciones con interés simple'

Levels of covariational reasoning in eleventh-
grade students evidenced through situations
involving simple interest

Gutiérrez Villamizar Laura’, Diaz Rincén Carlos’, Rey Gomez
Jaiver’, Parada Rico Sandra®

Resumen

La educacién matemdtica busca acercar el conocimiento matemdtico
a la vida cotidiana, por ejemplo, con el uso de fenémenos econémicos y
financieros. Ahora bien, en undécimo grado hay un especial énfasis en el
pensamiento covariacional, el cual puede potenciarse a través de situaciones
como ladel interés simple. Esto permitird a los estudiantes aplicar conceptos
financieros en situaciones cotidianas y tomar decisiones financieras
personales y familiares. Sin embargo, los estudiantes de undécimo pueden
enfrentar dificultades para transferir los conceptos aprendidos en el aula a
situaciones reales, posiblemente porque no se establece una conexién entre

1 Esta investigacién hace parte del Trabajo de investigaciéon de Maestria denominado
“Reflexiones de profesores sobre el uso de fendmenos econdmicos y financieros para promover
actividad matemdtica en el aula”.
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la teorfa y la préctica, y la falta de ejemplos y ejercicios relacionados con

la vida cotidiana. Por todo lo antes dicho, esta investigacién tiene como
objetivo determinar los niveles de razonamiento covariacional que alcanzan
los estudiantes de undécimo grado al resolver situaciones relacionadas con
el interés simple.

Palabras clave: razonamiento covariacional, interés simple, accién
mental.

Abstract

Mathematics education seeks to bring mathematical knowledge closer
to everyday life, for example, with the use of economic and financial
phenomena. Now, in eleventh grade there is a special emphasis on
covariational thinking, which can be enhanced through situations such
as simple interest. This will allow students to apply financial concepts in
everyday situations and make personal and family financial decisions.
However, eleventh grade students may face difficulties in transferring the
concepts learned in the classroom to real situations, possibly because there
is no connection between theory and practice, and the lack of examples
and exercises related to everyday life. For all the above, this research aims
to determine the levels of covariational reasoning achieved by eleventh
grade students when solving situations related to simple interest.

Key words: covariational reasoning, simple interest, mental action.
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I. INTRODUCCION

La educacién matemdtica busca acercar el conocimiento a la vida
cotidiana. Desde la secundaria, se busca ensefiar a los estudiantes conceptos
de matemadtica financiera, como el interés simple, para que puedan aplicarlos
en situaciones cotidianas y tomar decisiones financieras informadas.

Sin embargo, algunos estudiantes de undécimo grado enfrentan
dificultades para transferir esos conceptos financieros del aula a situaciones
del mundo real. Esto puede deberse a la falta de conexién entre la teoria
académica y la aplicacién prictica, ya que carecen de ejemplos y ejercicios
que muestren cémo usar conceptos financieros en situaciones cotidianas.

Por lo tanto, el objetivo de esta investigacién fue analizar el nivel de
razonamiento covariacional en estudiantes de undécimo grado, al resolver
problemas que involucran interés simple. El razonamiento covariacional se
refiere a la capacidad de comprender cémo dos variables estdn relacionadas
y cémo varian juntas, permitiendo aplicar este conocimiento matemdtico
en la vida real.

II. DESARROLLO

El marco deesta investigacion es guiado por ladefinicién de razonamiento
covariacional que esta dado como, “las actividades cognitivas implicadas
en la coordinacién de dos cantidades que varfan mientras se atienden a las
formas en que cada una de ellas cambia con respecto a la otra” (p.124) [1].

Este marco acoge las expresiones procesos de pensamiento
pseudoanaliticos y comportamientos pseudoanaliticos, las cuales, segin
Carlson y sus colaboradores, fueron introducidas por Vinner [4] y se
asocian en su orden con “procesos de pensamiento y comportamientos
que ocurren sin comprensién y los comportamientos pseudoanaliticos son
producidos por procesos de pensamiento pseudoanaliticos” [1, p. 125].
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TABLA I - Acciones mentales del marco conceptual

Accion Descripcion de 1a acciéon mental
mental
AMI Coordinacion del walor de una
wvariable con los cambios de otra.
AM2 Coordinacion de la direccion del

cambio de una wvariable con los
cambios en la otra variable.

AN Coordinacion de la cantidad de
cambio de una wvariable con los
cambiosg en la otra variable.

AM Coordinacién de la razén de cambio
promedio de la funcién con los
incrementos uniformes del cambio
en lavariable de entrada.

AMS Coordinacién de la razén de cambio
instantanea de la funcién con los
cambios continuos en la wariable
independiente para todo el dominio
de lafuncién.

El marco conceptual para la covariacién contiene cinco niveles
distintos de desarrollo. Decimos que se da una habilidad de razonamiento
covariacional cuando alguien ha alcanzado un nivel de desarrollo al logra
mantener las acciones mentales asociadas con el nivel y, a su vez, las
acciones mentales relacionadas con todos los niveles que estdn por debajo
de ese nivel.
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TABLA II - Marco conceptual para los niveles de la covariacién

Nivel del
razonamiento
covariacional Descripcion
N1 Las imégenes de 1a covariacién pueden sustentar ala aceién
. mental de coordinar el cambio de una variable con cambios
Coordinacion

en la otravariable (AMI1).

N2. Direccion

Las imAgenes de la covariacién pueden sustentar a las
acciones mentales de coordinar la direccién de una de las
variables con cambios en la otra. Las aceiones mentales
identificadas como AMI y Am2 ambas son sustentadas por
imigenes de N2.

N3.
Coordinacion
cuantitativa

Las imagenes de la covariacién pueden sustentar a las
acciones mentales de coordinarla cantidad de cambio en una
variable con cambios en la otra. Las acciones mentales
identificadas como AMI1, AM2, v AM3 son sustentadas por

Encuentro Internacional sobre
la Ensefanza de Ciencias

las imagenes de N3.

Las imAgenes de covariacién pueden sustentar alas acciones
mentales de coordinarla razén de cambio promedio de una
funcién con dambios uniformes en los valores de entrada de
la variable Ya razén de cambio promedio se puede
descomponer para coordinar la cantidad de cambio de la
variable resultante con los cambios en la variable de entrada.
Las acciones mentalesidentificadas como AMI1, AM2, AM3
v AM4 son sustentadas por N4.

N4. Razon
promedio

Las imAgenes de covariacién pueden sustentar alas acciones
mentales de coordinarlarazén de cambio instantinea de una
funecién con cambios continuos en la variable de entrada.
También incluyela consciencia de que el punto deinflexién
es aquel en ¢l que la razén de cambio pasa de ser erecientea
decreciente o al contrario. Las acciones mentales
identificadas como AMI1 hasta AM3 son sustentadas por
imagenes de N3.

NS. Razon
instantanea

Para dar respuesta a la pregunta problematizadora, se emplearon distintas
fases donde, basados en la teorfa de niveles de razonamiento covariacional
de Carlson, se quiere identificar dichos niveles en el taller planteado por el
docente y proceder a realizar el rediseio necesario del mismo para alcanzar
todos los niveles de razonamiento. Cabe aclarar, que los pilotajes y el
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redisefio del material se realizaron conjuntamente, es decir, entre el sujeto

1 y el sujeto 2.

El taller utilizado para realizar este experimento fue tomado de un
trabajo de tesis de maestria [6].

“Don Pedro, el papd de la familia Gutiérrez, necesita conseguir
$10.000.000 para iniciar un negocio. El los piensa pagar en dos afos. Entre
las posibilidades para obtenerlos ha contemplado ir donde el prestamista
del barrio, quien no pide ni un solo papel y presta el dinero de inmediato
a una tasa de interés simple de 6% mensual. Por sugerencia de su hijo,
Don Pedro también consult6 en un banco y alli le ofrecieron un crédito a
dos afos con un interés simple del 26% anual. El sefior Gutiérrez deberd
tener en cuenta que, mensualmente, debe asumir varias obligaciones, por
ejemplo, el pago de servicios puablicos ($150.000), el pago de un crédito de
consumo ($90.000), el gasto en mercado ($250.000), el pago de transporte
($100.000), un ahorro ($60.000), y que sus ingresos mensuales son de
$1.500.000. Para respaldar su deuda, Don Pedro tiene una casa avaluada
en $70.000.000 y un carro por valor de $15.000.000. Ademds, cuenta con
un excelente historial crediticio, pues nunca ha estado reportado ante una
central de riesgo.

a) ;Cudnto tendria que pagar en cada caso? Justifica tu respuesta.

b) ;A qué lugar deberfa acudir Don Pedro por un préstamo? Justifica tu
respuesta.

c) ;Qué debemos analizar antes de endeudarnos? ;Por qué? ;Podrias
calcular la capacidad de endeudamiento que tienes que puede tener un
familiar?

Después de haber realizado el redisenado, se procede a aplicar el taller
con 32 estudiantes que estdn cursando undécimo grado en la Institucién
Educativa Las Américas de Bucaramanga, se les explicé el concepto bésico
de interés simple para que, con esta definicidn, lograran dar una solucién
mds detallada al taller. Posteriormente, se pidié a los estudiantes que
respondieran todas las preguntas.

g2 0
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El problema incitaba a los alumnos a realizar una identificacién de las

variables tiempo y monto total, y a su vez que estas tenfan una relacién
con el interés simple respecto al tiempo, para asi poder conocer el monto
final a pagar, ademds de esto, cada alumno debia identificar la razén de
cambio que se generaba en el monto final cuando el tiempo aumentaba o
disminuia, para asi lograr llegar a la modelacién de una funcién lineal que
representara el problema. La actividad inicié con una breve explicacién
sobre los conceptos de interés simple, donde se generaron algunas dudas
que fueron resueltas antes de iniciar el taller, después de esta introduccién
se entrego el taller dindoles una (1) hora para resolverlo. Cada estudiante
lo resolvié individualmente y cuando tuvieron preguntas alzaron la mano
y se les despej6 la duda. Después de que todos los estudiantes entregaron
los talleres, se procedié a resolverlo, explicindoles detenidamente cada uno
de los items, el taller fue resuelto de tal manera que se lograra identificar
los niveles de covariacién que propone Carlson.

Se analiz6 cada resultado de los estudiantes, logrando identificar en
cada uno las acciones mentales y comportamientos que tuvieron en sus
respuestas, para asi describir en qué nivel de razonamiento covariacional se
encontraban.

La categorizaciéon que se utilizé6 para analizar a los estudiantes es
presentada en la siguiente tabla, la cual fue disenada a partir de las tablas
l1y?2.
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TABLA III - Descripcién de todos los niveles

N1. Nivel de
coordinacion

ANMI1

Accién mental de
coordinar el monto total,
con el cambio del interés
simple c¢on respecto al
tiempo.

Se¢ observalos ¢jes y somos conscientes y se
reconoce que a medida que el tiempo
cambia, también cambia el monto total.

N2. Nivel de direccion

ANM2Z

Accidon mental de
coordinar el cambio del
monto total mientras se
consideran cambios en el
tiempo.

Se observa que a medida que el tiempo
aumenta en una tasa de interés fija, el monto
total también aumenta.

N3. Nivel de
coordinacion
cuantitativa

Accion mental de
coordinar la cantidad de
cambio del monto total
con la cantidad de
cambio del tiempo
mientras se imaginan
cambios en el tiempo.

Se observa incrementos ¥ disminuciones en
el cambio del monto inicial cuando se
consideran incrementos o disminuciones en
el tiempo.

N4. Nivel de-razon AMA4
promedio
Accidén mental de | Se observa la razén de cambio del monto

coordinar la razén de
cambio promedio de
monto total con respecto
al tiempo para wvalores
iguales de tiempo.

total econ respecto a la tasa de interés
mientras s¢ consideran valores iguales de
tiempo.

Se empieza a construir la representacién
grafica de la funcidn.

NS, Nivel de razon
instantaneo

AMS

Accion mental de
coordinar la razén de
cambio (tasa de interés)
instantianea del monto
total con los cambios en
el tiempo.

Se observa la construceidn de una grafica
lineal, en donde se evidencia la naturaleza
cambiante de la razén, mientras se imagina
el cambio continuo del tiempo.

III. CONCLUSIONES

Se identificé en qué nivel se encontraba cada estudiante, se tabularon los
datos para calcular los porcentajes obtenidos en cada categoria, obteniendo
que el 10% de los estudiantes no respondieron, por lo tanto, no se podian
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analizar, el 9% de los alumnos obtuvo un nivel 1 (N.1), en el cual solo

lograron identificar la accién mental de coordinar el monto total, con
el cambio del interés simple con respecto al tiempo, pero no lograban
observar que a medida que el tiempo aumenta en una tasa de interés fija,
el monto total también aumenta; también hubo un 9% de alumnos en el
nivel 2 (N.2), en donde lograron la accién mental de coordinar el cambio
del monto total mientras se consideraban cambios en el tiempo, pero no
lograron observar incrementos y disminuciones en el cambio del monto
inicial cuando se consideran incrementos o disminuciones en el tiempo,
por ultimo, en el nivel 3 (N.3) tenemos un 72% del total de los estudiantes,
los cuales lograron observar la accién mental de coordinar la cantidad de
cambio del monto total con la cantidad de cambio del tiempo, mientras
se imaginaban cambios en el tiempo, pero no lograron alcanzar los otros
niveles porque no consiguieron identificar y observar la razén de cambio
del monto total con respecto a la tasa de interés, mientras se consideran
valores iguales de tiempo, asi que no lograron el nivel 4 (N.4), por lo tanto,
de los 32 alumnos que presentaron la prueba ninguno logré un nivel 4

(N.4) o nivel 5 (N.5).

Finalmente, se obtiene como conclusién que los estudiantes que
participaron en esta investigacién presentaron resultados muy parejos
en las respuestas, ya que un 72% obtuvo un nivel 3 de razonamiento
covariacional, en este sentido, el nivel de covariacién para el grado
undécimo de la Institucién Educativa las Américas estd en un nivel 3 (N.3),
estos resultados nos dan a entender que los estudiantes tuvieron la mayor
dificultad al interpretar la razén de cambio del monto total con respecto a
la tasa de interés, mientras se consideran valores iguales de tiempo, lo cual
no permitié que lograran alcanzaran un mayor nivel.

Los resultados revelan notables deficiencias en el razonamiento y la
identificaciéndevariables paraencontrarlatasadecambio. Alenfrentarseaun
problema real que requeria el uso de matemadticas financieras para encontrar
una solucién, los estudiantes encontraron dificultades. Esto evidencia
su falta de conocimiento y habilidad para relacionar temas financieros
con la resolucién de problemas del mundo real, mediante funciones.
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Errores y dificultades presentadas en el
aprendizaje del concepto de permutacién y
combinacién en un aula de contexto urbano

Exactasy Naturales

Errors and difhiculties presented in learning
the concept of permutation and combination
in an urban context classroom

Rojas-Montoya, Juan Pablo ', Aldana-Bermiidez, Eliécer’
y Montiel-Buriticd, Linda Poleth’

Resumen

Este estudio tiene como objetivo presentar los errores y las dificultades
encontradas en la literatura, y validados en la practica del aula de clase en la
Institucién Educativa Instituto Tebaida, sobre el aprendizaje del concepto
de permutacién y combinacién en grado noveno, para asi, posteriormente,
brindar estrategias que permitan mitigar y desarrollar pensamiento formal
y razonamiento combinatorio. Para ello, se utiliza una metodologia
cualitativa y un andlisis estadistico, por medio del diagrama de Pareto,
para identificar dichas dificultades y errores con mayor claridad. De lo
anterior, se tienen como resultado algunas funciones semidticas y conflictos
semidticos generados, lo cual conlleva a la necesidad de disenar actividades
con més profundidad en relacién a la génesis del objeto matemdtico.

Palabras clave: combinacién, permutacién, funciones semidticas,
errores, dificultades.
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Abstract

This study aims to show the errors, difficulties found in the literature
and validated in classroom practice at the Instituto Tebaida Educational
Institution regarding the learning of the concept of permutation and
combination in ninth grade, in order to subsequently provide strategies
to mitigate and develop formal thinking and combinatorial reasoning.
For this purpose, a qualitative methodology is used, and a statistical
analysis by means of the Pareto diagram, to identify such difhiculties and
errors more clearly. As a result of the above, some semiotic functions and
semiotic conflicts generated from the previous study are obtained, which
leads to design activities with more depth in relation to the genesis of the
mathematical object.

Keywords: combination, permutation, semiotic functions, errors,

difficulties.
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I. INTRODUCCION

Segln investigaciones realizadas tanto por antropélogos como por
historiadores, la combinatoria ha sido un interés del ser humano desde
hace mucho tiempo, y nace frente a la necesidad de saber la forma de
seleccionar o elegir parejas de un determinado conjunto de elementos.
Todas las posibilidades son calculadas a través de la enumeracién. Diferentes
culturas y distintas dudas permitieron la exploracién de esto, prueba de
ello se tiene en los griegos que iniciaron el estudio de la permutacién como
acto de reordenar los elementos de un conjunto, afios mds tarde astrénomos
europeos usaron la regla de Pingala, enunciando la forma de hacer una
combinacidn, es decir, de seleccionar, organizar y contar elementos de un
conjunto.

También es importante resaltar que durante el siglo XXII en el mundo
drabe el tema de la combinatoria era tratado desde dos puntos de vista,
segun Edwars [3], el primero es el de la Lingiiistica, donde miraban el
andlisis combinatorio como un medio para resolver un problema prictico;
el segundo era el de los algebristas, quienes por medio de sus estudios
sobre ecuaciones y el problema de extraccién de raices, encontraban en el
andlisis combinatorio una herramienta técnica para resolver sus problemas
tedricos.

Por otro lado, la investigacién cualitativa de Cano y Zapata [2] realiza
un rastreo de las dificultades que presentan los estudiantes de los conceptos
estadisticos concernientes a los temas propuestos en las pruebas SABER,
como son los conceptos de permutacién y combinacién. Estos autores
muestran que después de analizar los resultados proporcionados por los 74
estudiantes que hicieron parte de su estudio, la mitad de ellos presentan
dificultades, inadecuada lectura de los enunciados y mala interpretacién
de los mismos, ademds de tener vacios conceptuales, lo que hace evidente
que en ocasiones el curriculo y los estdndares en las instituciones no estin
ajustados de acuerdo con lo que miden las pruebas SABER.
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Asi mismo, la investigacién de [5] muestra que uno de los problemas

mds comunes que presentaron los estudiantes es que se confunden con el
orden y la repeticidn, no saben cudndo respetar el orden en los problemas,
ademds hacen un uso indebido de elementos como tablas o listados. Del
mismo modo, Aldana, Gutiérrez y Grisales [1] indican que los estudiantes
de noveno grado suelen tener problemas al leer y entender los enunciados
de los problemas matemdticos, lo que resulta en la necesidad constante de
proporcionarles instrucciones previas antes de abordar su resolucién.

Por estas razones, la investigacién es interesante porque se centra en
cémo, a partir de la identificacién de errores y dificultades, se logra un
fortalecimiento en la ensenanza y en el aprendizaje de la combinatoria
y la permutacién, y trata también de hacer énfasis en el razonamiento
probabilistico, para asi dotar al docente en ejercicio de herramientas
conceptuales, para un mejor desarrollo de sus clases.

II. DESARROLLO DEL DOCUMENTO

Esta propuesta estd enmarcada en un disefio metodoldgico de corte
cualitativo, el cual pretende mostrar una aproximacién de la investigacién
a la realidad, de manera que se puedan ver los estudios de las situaciones
partiendo del contexto en donde se desarrollan. Por otra parte, el paradigma
que se usé en la investigacidn es de tipo histérico-hermenéutico, puesto
que este modelo busca que el estudiante observe y articule la dimensién
epistemoldgica, contextual y cultural del objeto matemdtico; es de tener
en cuenta que este paradigma es interdisciplinario, es decir, que consta de
varios métodos y, al estar de la mano con la hermenéutica, su propdsito es
descubrir los significados de las cosas e interpretar las técnicas y filosofia de
los disenos cualitativos.

Esasi como, teniendo en cuenta los factores anteriormente mencionados,
se enuncian las fases que se desarrollaron en la investigacién:

1) Disefio de la prueba diagnéstica.
2) Implementacién en el aula de clases de la prueba diagnéstica.
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3) Anilisis estadistico, por medio del diagrama de Pareto, [Sales, 2013]

(6] de los errores y dificultades encontradas en la prueba diagndstica.
4) Identificacién de las funciones semidticas y los conflictos semidticos
para el diseno de tareas.
5) Elaboracién de tareas matemaiticas.

Algunos de los resultados obtenidos se exponen a continuacién de forma

sintetizada:
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Fig. 1. Diagrama de Pareto de los Errores cometidos por los
estudiantes con respecto al objeto matemdtico
Nota: adaptacién del trabajo de investigacién [4]
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Fig. 2. Diagrama de Pareto de las dificultades encontradas en los
estudiantes con respecto al objeto matemdtico
Nota: adaptacién del trabajo de investigacion [4]
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A partir de las representaciones grificas del diagrama de Pareto, se

encontrd que:

1. Los errores de mayor porcentaje mostrados en el diagrama fueron los
E5 y E8, ya que abarcan la totalidad del conjunto de datos, lo que
podria indicar que son extremadamente influyentes o dominantes
en el problema que se estd analizando, en cuanto a la descripcién de
dichos errores, el primer error (E5) se enfoca en que los estudiantes no
consideran, al resolver la situacién, lo referente al orden de los objetos,
el cual es esencial en los criterios de permutacién y combinacién, puesto
que, como lo manifiesta [Villanueva, 2015:32] [5] los problemas de
conteo “requieren de un andlisis cuidadoso de su estructura”, debido
a que le brinda al estudiante elementos basicos en las propiedades del
esquema aditivo y multiplicativo, para posteriormente dar soluciones
concretas y claras a problemas que contengan enunciados del objeto
matemdtico en estudio. El segundo error (E8), que se enruta en los
arreglos formados con respecto a las repeticiones que se pueden generar
en el caso de la permutacién, también ha sido un punto de quiebre con
gran auge al evolucionar el tiempo en el campo del pensamiento formal,
pues el estudiante, en muchas ocasiones, al enfrentarse a problemas de
permutacion repite elementos cuando no tiene que hacerlo y ello hace
que se tengan soluciones inadecuadas o poco validas.

2. Al observar el diagrama de Pareto de las dificultades, se encontré que la
D1 y D7 presentaban un mayor porcentaje, la primera corresponde a
dificultad en el razonamiento del objeto matemdtico, que se refiere a la
habilidad de comprender y aplicar los conceptos abstractos y simbdlicos
con respecto a la permutacién y combinacién, esto se debe en gran
medida a que, desde el lente didictico, pedagdgico y de ensenanza,
se han dejado a un lado, no ddndoles la importancia que requieren.
La segunda habla sobre la dificultad de generalizar la solucién en
los ejercicios, es decir, que siempre estd el desafio en encontrar una
estrategia exitosa que permita resolver un problema y, de esta misma
manera, resolver otros problemas similares o andlogos.
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ITII. CONCLUSIONES

Unadelasconclusionesobtenidasenel desarrollodelainvestigacién, esque
se hace relevante la identificacién de los errores y las dificultades presentadas
en actividades evaluativas realizadas a los estudiantes, puesto que hacerlo nos
daaperturaalatipificacién de idoneidades, funciones semidticas y conflictos
semidticos para estrategias pedagégicas, conceptuales y cognitivas en la
ensenanza y el aprendizaje del concepto de permutacién y combinacién.
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Razonamiento geométrico y
aprendizaje de la trigonometria: un avance
en las representaciones semidticas
desde la métrica y el dngulo’

Geometric reasoning and learning
trigonometry: an advance in semiotic
representations from metrics and angles.

Orozco-Belalcdzar, Johan’, Aldana- Eliécer’ y Erazo, Jhon*
Resumen

Elpropésitodeestedocumentoesdivulgaralgunosavancesdeinvestigacion,
en el marco de un proyecto de investigacién a nivel de posgrado en curso,
el cual se ha focalizado en la articulacién del razonamiento geométrico para
el aprendizaje de la trigonometria, articulando los saberes matemdticos
en secuencias de aprendizaje integradas por las fases de aprendizaje del
modelo de Van Hiele a los procesos cognitivos de la geometria, mediados
por los Registros de Representacién Semiética de Raymond Duval. De este
modo, se logra identificar las barreras presentes en los estudiantes, al querer
generar un anclaje visual-discursivo, implementando el estudio del 4ngulo
como objeto matemdtico y unidad figural elemental para el aprendizaje
de la trigonometria. Una vez identificadas estas barreras, se presenta el
diseno de secuencias que articulan los procesos cognitivos de visualizacién,
construccién y razonamiento, teniendo en cuenta las caracteristicas propias
del grupo de intervencion, para asi lograr un anclaje tanto visual-discursivo

1 Trabajo presentado para optar al titulo de Magister en Ciencias de la Educacién de la
Universidad del Quindio.

2 Universidad del Quindio; 0000-0001-5184-9408. Contacto: jmorozcob@ugyirtual.edu.co.
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4 Universidad del Quindio; 0000-0002-0036-4264. Contacto: jderazo@uniquindio.edu.co.
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como un anclaje discursivo-visual, brindando instrumentos éptimos que

propicien el trazado de las figuras y que garanticen los cambios figurales que
logran, desde las aprehensiones perspectivas y discursivas, transformaciones
a nivel de tratamiento y conversién, que conllevan los registros de las
razones trigonométricas a representaciones graficas de la funcién seno y
coseno.

Palabras clave: razonamiento geométrico, trigonometria, registros de
representacion, articulacién.
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Abstract

The purpose of this document is to transmit some research advances
within the framework of the ongoing postgraduate research project,
which has focused on the articulation of geometric reasoning for learning
trigonometry. Articulating mathematical knowledge in learning sequences
united by the learning phases of Van Hiele’s model. To the cognitive
processes of geometry settled by Raymond Duval’s Semiotic Representation
Records.

In this way, it is possible to identify the barriers demonstrated by the
students, wanting to generate a visual-discursive anchor by implementing
the study of the angle as a mathematical object and elementary figural unit
for the learning of trigonometry. Once these barriers are identified, it is
presented the design of sequences that articulate the cognitive processes
of visualization, construction and reasoning. Taking into account the
characteristics of the intervention group in order to achieve both visual-
discursive anchoring and discursive-visual anchoring. Providing optimal
instruments that promote the drawing of the figures and that guarantee
the figural changes that achieve from the apprehensions, perspectives and
discursive transformations at the level of treatment and conversion and
that carry the records of the trigonometric ratios to graphic representations
of the sine and cosine functions.

Keywords: geometric reasoning, trigonometry, semiotic representation,
articulation.
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I. INTRODUCCION

Laideade explorar razonamientos geométricos en el estudio y aprendizaje
de la trigonometria, se deriva del proceso académico que se desarrolla con
estudiantes de grado décimo y reflexiona en torno a las experiencias de
aula, a los entornos de aprendizaje, la revisién de la literatura y los hallazgos
sobre los errores y dificultades en su aprendizaje [1], y mds alld de ello, en
la necesidad de articular conceptos y procesos matemdticos propios de la
trigonometria.

Articular saberes matemadticos es un proceso de creacién, que parte de
elementos conceptuales conocidos para generar objetos matemdticos de
mayor complejidad [2]. Es asi que parte de la comunidad de educadores
ha buscado, desde el inicio de la matemdtica moderna, contribuir m4ds
eficazmente al desarrollo de estrategias, teorfas, metodologias y diddcticas de
aula [3] que cumplan este proceso de creacién. Por tanto, la desvinculacién
del razonamiento geométrico dotado de un conjunto de elementos con
conocimientos bdsicos del aprendizaje de la trigonometria, no ha de
permitir una articulacién con un estudio de corte analitico en matemdticas
avanzadas [4].

Se deduce, en cierta medida y apoyados en investigaciones previas
[5] [6], la necesidad inherente al estudiante de profundizar en el uso del
lenguaje, nociones y conceptos matemdticos abstractos, que abarquen
diferentes componentes tanto empiricos, basados en su percepcién, como
teéricos que desarrollen su disciplina cientifica, permitiéndole relacionar
los aspectos abstractos, conceptuales, deductivos y formales, que no son
accesibles fisicamente, a través de evidencias sensoriales directas o mediante
el uso de instrumentos [7], por ello, se hace necesario que el estudiante
logre, a través de diferentes sistemas de representacién [7], comprender los
objetos trigonométricos.

En esta medida, y basados en el dngulo como unidad figural elemental y

su métrica, el presente articulo muestra los procesos cognitivos geométricos
y los registros de representacién semiética de Raymond Duval mediante
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la siguiente cuestién de interés: ;Cémo la métrica y el dngulo articulan el

razonamiento geométrico y el aprendizaje de la trigonometria para alcanzar
los estandares bdsicos de matemadtica en grado décimo?

En consecuencia, surge el siguiente objetivo de investigacién:

Articular los procesos cognitivos geométricos desde las aprehensiones
discursivas y visuales, para lograr el aprendizaje de la trigonometria
mediado por los registros de representacién semiética.

DESARROLLO DEL DOCUMENTO
A. Metodologia

La investigacién presenta una metodologfa de tipo cualitativa
interpretativa [9], que permite interactuar con la poblacién de estudio
y fortalece la perspectiva sistémica de Godino junto a los subsistemas
principales [3] en el proceso de articulacién matemadtica, siendo estos el
saber matemitico, el trabajo del alumno y el trabajo del profesor, este dltimo
es el encargado de analizar, comprender e interpretar la realidad educativa.

Se emplea como estrategia metodoldgica la aplicacién del Modelo de
Van Hiele [10], apropiando las fases de aprendizaje al disefio de secuencias

de aprendizaje de la siguiente manera:

Fase 1. De informacién:
- Prueba Diagnostica. Explorando los aprendizajes.

Fase 2. Orientacién dirigida.

Fase 3. Explicitacion:
- Secuencia 1. La métrica de nuestros dngulos.
- Secuencia 2. Trabajando con Pitdgoras.
- Secuencia 3. De la razdén a la funcién.

Fase 4. Orientacién libre.

Universidad [,
CATOLICA |c

Ir 2 1 ﬁ UNIVERSEDATY
4 + %01 NACIONAL
—— = %?_?_}fl_u\lill.\

Universidad Tecnaddgicas
e Pereia

85



Encuentro Internacional sobre

la Enseranza de Ciencias
Exactasy Naturales

O VI

Fase 5. Integracion:

- Prueba final. Aplicando los aprendizajes

En el diseno metodolégico de las secuencias de aprendizaje se integraron
los procesos cognitivos de visualizacién, construccién y razonamiento;
presentadas para lograr un anclaje desde lo discursivo-visual y viceversa; y
la aplicacién tuvo en cuenta el intercambio de experiencias propuestas por
Van Hiele, con actividades individuales y grupales.

Las herramientas utilizadas para la recoleccién de la informacién fueron:

- Comunicacién entre el docente y el estudiante.

- Comunicacidn entre los estudiantes (socializaciones).
- Producciones escritas y digitales.

- Fotografias bajo consentimiento informado a padres.

B. Aplicacién de las actividades

Se presenta la articulacién entre la aplicacién de dos actividades:
Actividad #2, secuencia 2, fase 2. Construccién con material manipulable.

Desde el proceso de razonamiento, se orientaron un conjunto de
instrucciones que permitieron construir el tridngulo equildtero bajo
operaciones de tratamiento figural de la hoja de papel, utilizando la técnica
de origami como ambiente integrador. Luego de la descomposicién de la
figura en forma de rectidngulo, y luego de un cambio configural, se logré la
construccién de la figura presente, como se muestra en la Figura 1.
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Fig. 1. Triangulo equildtero
Fuente: estudiante E10.

Una vez el estudiante logré concluir las operaciones de tratamiento
figural, en la construccién del tridngulo, se establecieron las medidas de las
unidades figurales elementales estableciendo el valor de los dngulos en y la
longitud de cada lado en 8 cm.

El estudiante E10 alcanzé a superar el nivel local de razonamiento, al
reconocer las unidades figurales que constituyen el tridngulo y establecer
el registro numérico de los dngulos, y la medida de sus lados, bajo las
operaciones de tratamiento presentadas de manera discursiva en la
actividad; también logré alcanzar el nivel global de razonamiento, al realizar
la transformacién de reconfiguracién y establecer, mediante una unidad
figural adicional, la biseccién del dngulo y construccién de un tridngulo
rectdngulo, como se observa en la Figura 2.
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Fig. 2. Reconfiguracién del tridngulo
Fuente: estudiante E10.

\l.ﬂ'

El desarrollo de la actividad #2 permiti6 identificar que el estudiante
E10 logré una conversién desde un anclaje discursivo a un anclaje visual,
consiguiendo asi construir la figura geométrica, bajo un tratamiento,
también la de establecer la configuracién de la misma y finaliza con la
reconfiguracién al construir con material manipulable un tridngulo
rectdngulo; se expone que en actividades posteriores establecié las
razones trigonométricas para los dngulos notables, a partir de sus propias
construcciones.

Actividad #2 de la secuencia 3, fase 3.
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Fig. 3. Razones trigonométricas de dngulos de 15°y 75°
Fuente: estudiante E10.

Como se observa en el recuadro verde, el estudiante desde el proceso de
visualizacién logrd, mediante modificaciones mereoldgicas de la figura (ver
Figura 1), construir un tridngulo con dngulos internos de 15° y 75° para,
posteriormente, formalizar las razones trigonométricas.
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En la Figura 4, el estudiante logra una conversién desde un anclaje visual-
discursivo a nivel global, al presentar la descripcién del proceso realizado.
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Figura 4. Razonamiento actividad #2
Fuente: estudiante E10.

II. CONCLUSIONES

La construccidn de secuencias de aprendizaje, bajo el disefio articulado
de los saberes matemiticos, logré que los procesos cognitivos, y puestos en
la prictica por el grupo de intervencién, permitieran alcanzar el aprendizaje
de los conceptos de razones trigonométricas.

Las aprehensiones discursivas—visuales y las visuales—discursivas,
presentes en el diseno de las secuencias, integran de manera coordinada
los registros semidticos en el estudio de la trigonometria, permitiendo
evidenciar el aprendizaje logrado por los estudiantes en el desarrollo de las
actividades entregadas al docente investigador.
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Propuesta curricular intercultural que
incorpora elementos de la cosmovisién de
la cultura ancestral Emberd Chami para la

ensenanza del pensamiento numérico’

Intercultural curricular proposal that
incorporates elements of the worldview of
the Emberd Chami ancestral culture for the
teaching of numerical thinking

Vargas-Vargas, Sergio’, Jiménez-Garcia, Francy Nelly’

Resumen

La educacién matemdtica de los pueblos indigenas y los procesos para
su inclusién en el aula forman parte de la discusién en pedagogia que
aun estd pendiente por darse en Colombia. La presencia de integrantes
de la comunidad Emberd Chami en las instituciones educativas suscita la
necesidad de adaptar el curriculo desde el respeto a la sabiduria ancestral. El
objetivo de este estudio es construir una propuesta curricular intercultural,
que incorpore elementos de la cosmovisién matemadtica ancestral Emberd
Chami para la ensefanza del pensamiento numérico en los grados tercero
a quinto de bdsica primaria. Se aborda desde un enfoque cualitativo,
alcance descriptivo y explicativo, disefio de investigacién etnogréfico
con participacién de la comunidad educativa de la Institucién Educativa
El Madrofo. La revisién bibliogrifica permitié retomar la cosmovisién
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matemadtica relacionada con el pensamiento numérico del pueblo Embera.

Se recolecté informacién que ayudard a definir los elementos trascendentes
que deben ser incluidos dentro de una propuesta curricular intercultural.
Posteriormente, se construy$ una malla curricular para la ensefanza del
pensamiento numérico en los grados objeto de estudio. Finalmente, se
realiz6 la difusién de los hallazgos al interior de la Institucién Educativa.

Palabras clave: etnomatemdtica, curriculo intercultural, pensamiento
numérico, nimero emberd, malla curricular.
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Abstract

The mathematics education of indigenous peoples and the processes
for their inclusion in the classroom are part of the discussion on pedagogy
that is still pending in Colombia. The presence of members of the Emberd
Chami community in educational institutions raises the need to adapt
the curriculum based on respect for ancestral wisdom. The objective of
this study was to construct an intercultural curriculum proposal that
incorporates elements of the Emberd Chami ancestral mathematical
cosmovision for the teaching of numerical thinking in the third to fifth
grades of elementary school. It is approached from a qualitative approach,
descriptive and explanatory scope, and ethnographic research design
with the participation of the educational community of the Educational
Institution El Madrofio. The bibliographic review made it possible to retake
the mathematical cosmovision related to the numerical thinking of the
Ember4 people. Information was collected to help define the transcendental
elements that should be included in an intercultural curricular proposal.
Subsequently, a curriculum for the teaching of numerical thinking in the
grades under study was constructed. Finally, the findings were diseminate
within the educational institution.

Keywords: ethnomathematics, intercultural curriculum, numerical
thinking, emberd number, curriculum.
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I. INTRODUCCION

Exactasy Naturales

La colonizacién espafiola vislumbré un panorama distorsionado que
impidi6 a los invasores contemplar la existencia de una cultura local [1].
La visién culturalizadora se mantuvo y fue a partir del afio 1991 que el
estado colombiano se reconocié como un pais pluriétnico y multicultural.
Luego de mds de 200 afos de independencia, atin prevalece cierto dominio
sobre las poblaciones indigenas, ya que los aprendizajes de las instituciones
educativas son medidos sin distincién desde los referentes de calidad, a través
de las pruebas externas bajo una estructura de pensamiento occidental,
aspecto que desconoce el valor cultural de los grupos étnicos. Por esta
razén, es necesario articular saberes que permitan a estas poblaciones
trasegar por el sistema educativo [2], aprender los elementos necesarios para
su coexistencia en ambientes interculturales y aunar esfuerzos por evitar
su desaparicién, resultado del desarraigo de sus tradiciones y territorios
ancestrales.

Algunas investigaciones, como la de Pena Rincén [4], muestran cémo
la etnomatemdtica permite comprender otras formas de ser, conocer y
relacionarse con el mundo desde una perspectiva descolonizadora, y desde
alli problematizar lo que entendemos por conocimiento matemdtico.
Asi mismo, existen otros trabajos que valoran de manera significativa
el sentido del nimero desde la visién de la comunidad Emberd Chami
[3]. Ferndndez Sdnchez [1] contempla que la educacién matemdtica en
el contexto colombiano estd fundada en la visién occidental, por tanto,
plantea la necesidad de iniciar una indagacién sobre el concepto y sentido
de los nimeros.

Este trabajo pretende fortalecer la ensefianza del pensamiento numérico,
a partir del entendimiento de la cosmovisién matemdtica de la poblacién
indigena perteneciente a la etnia Emberd Chami, denominada “IUMA
DRUA?”, asentada en la vereda El Madrofo, del municipio de Belalcdzar,
Caldas. De igual forma, actualizar el PEI y responder asi a las necesidades
de la poblacién indigena vinculada a la institucién, en busca de favorecer
la preservacién de la sabiduria ancestral, de su cultura y sus formas de vida.
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II. DESARROLLO DEL DOCUMENTO

Este trabajo desarrolla un enfoque cualitativo que, de acuerdo con
[5], es flexible y se mueve entre los eventos y su interpretacién, entre las
respuestas y el desarrollo de la teorfa. El disefo metodoldgico es etnogréfico
dado que pretende explorar, examinar y entender sistemas sociales y
producir interpretaciones y significados culturales desde la perspectiva
de los participantes. La poblacién objeto de estudio la conformaron
30 estudiantes integrantes de la comunidad Emberd y 33 de poblacién
mayoritaria matriculados en la Institucién Educativa El Madrono.

La ejecucidn de la propuesta se realiz6 en 6 etapas:

Etapa 1. Rastreo de informacién bibliogrifica relacionada con el
pensamiento numérico de la cultura embera.

Etapa 2. Recoleccién de informacién (Encuestas, entrevistas,
conversatorios, diarios de campo, observacién participante).

Etapa 3. Andlisis cualitativo y cuantitativo de la informacién.

Etapa 4. Revision del plan de estudios de la Institucién Educativa El
Madrono

Etapa 5. Elaboracién de una malla curricular intercultural para la
enseflanza de pensamientos numéricos en aulas con poblacién Emberd

Chami.
Etapa 6. Plan de difusién de la malla curricular a los docentes de la
Institucién Educativa El Madrono, como apoyo a los procesos de ensefianza

con poblacién Emberd.

Al aplicar los instrumentos se evidencié que:
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El pueblo Emberd posee un sistema de numeracién propio en base 5,

que posteriormente pasa a base 20 ya que son 20 los dedos en el cuerpo.
Inicia en el conteo de uno en uno de los dedos de las manos hasta
completar la mano que se denomina “jua’. Seguidamente, se realiza la
combinacién entre los dedos y las manos (y pies) hasta llegar al 20. No
existe representacion simbdlica propia, ya que se recurre a los nimeros
occidentales para denotar el conjunto.

El instrumento “encuesta etnogrifica estudiantes” permitié contrastar
los saberes que debe tener todo Emberd segtin el modelo pedagégico
de su pueblo. Se evidencio un enorme desconocimiento de la cultura
propia. Con relacién a los niimeros, no identifican su trascendencia
cultural ni simbologfa, por ende no se aplicaban en ningtin contexto.
El instrumento “Encuesta a docentes (etnoeducador y poblacién
mayoritaria)” mostré la dificultad de los docentes para atender
a la poblacion Emberd dado el desconocimiento de la cultura, la
inasistencia de los estudiantes, los procesos de migracién rural, los
métodos de evaluacién que no discriminan poblacién y la falta de
acompanamiento. Pese a ello, destacan habilidades en procesos de
pensamiento matematicos.

La “entrevista grupal estudiantes embera” permitié entrever aspectos
relacionados con la cultura, el ambiente escolar, pricticas cotidianas
dentro de la comunidad, formas de conteo, gusto por las matemdticas,
entre otras.

La “entrevista grupal estudiantes no Emberd” permitié, conocer los
elementos que aprendian de la cultura Emberd. Finalmente, tener
conocimiento de la disposicién y la apertura a integrar elementos
propios de los aborigenes para ambientar la ensefianza de contenidos
matematicos.

La “entrevista al etnoeducador Jhonatan Arce” y la “entrevista realizada
al gobernador del asentamiento” logré recuperar los aspectos relevantes
de la ensenanza de procesos relacionados con el pensamiento numérico
Emberd, y recopilar informacién para contrastar con las indagaciones
bibliograficas, como elemento crucial para la construccién de una
propuesta intercultural.
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* La “entrevista a los sabedores” llevé a conocer su visién e interpretacién

del sentido del nimero, operaciones matemdticas bdsicas, sistema de
numeracion, situaciones cotidianas y condujeron a la interpretacién de
las caracteristicas propias de la cultura matemadtica del asentamiento y
de los procesos asociados al pensamiento numérico.

e La observacién participante arroj6 singularidades en los procesos de
ensefanza y aprendizaje. Asi, se particip6 en dos sesiones de clase.

* Losconversatorios permitieron visibilizar un profundo desconocimiento
del origen del nimero y la constitucién del sistema de numeracién
propio debido a la fuerte influencia del conocimiento occidental.
La mayor parte de la comunidad solamente reconoce los niimeros
embera hasta el 5, relacionando el fonema con la cantidad. Algunos
indigenas lograban realizar el conteo de forma aditiva hasta el nimero
10 desconociendo la posibilidad continuar contando.

* Elinstrumento “matriz de andlisis del plan de 4rea de matematicas I.E.
El Madrono” comparé los contenidos relacionados con el pensamiento
numérico, dejando en evidencia que no existe en la institucién una
perspectiva intercultural.

Como consecuencia de este estudio, se propone la malla curricular
intercultural que pueden ser aplicados en el aula, que integren poblacién

indigena
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Fig. 1. Ejemplo de la propuesta de Malla curricular intercultural
Fuente: Elaboracién propia
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Finalmente, se realiza la divulgacién de la malla curricular intercultural

al colectivo docente. Se generd un debate respecto a la importancia de
realizar este tipo de esfuerzos en las diferentes disciplinas del saber.

II. CONCLUSIONES

El desarrollo del pensamiento numérico implicar ir méds alld de los
procesos algoritmicos, busca la aplicacién de conocimientos cotidianos en
la resolucién de las problemdticas de las realidades culturales, lo que permite
que los estudiantes se sientan interesados por acercarse a la matemdtica
como un medio de interaccién con la madre naturaleza.

Es interesante vislumbrar cémo dentro de la cosmovisién Emberd,
asociada al concepto del nimero, no solo se esconde la cantidad, la unidad
o el conjunto. Cuando se tienen, por ejemplo, dos elementos, se tiene una
pareja, una familia. Ese es el sentido del nimero. El significado ancestral
que se le asocia.

No obstante, el sistema de oferta y demanda en el que se encuentra
inmerso el pueblo Emberd se moviliza con base en la cultura occidental,
esto es, en términos de lenguaje y sistemas de numeracién. Es fundamental,
como parte del proceso de desarrollo del pensamiento numérico, el
acercamiento a la matemdtica occidental como un mecanismo que garantice
la supervivencia de la comunidad indigena como grupo minoritario. La
cultura Emberi tiene una tradicién oral, es necesario usar los relatos como
estrategia diddctica que favorezca la ensefianza de los contenidos de cardcter
matematico.
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Género y produccién de energia a través
de bicicleta con dinamo: Aplicar la
estadistica para un andlisis de preferencias
y factores influyentes'

Gender and energy production through bicycle
dynamo: Applying Statistics for a preference
analysis and influential factors

Arriaga-Villanueva, Norma®
Resumen

Esta investigacién tiene como objetivo identificar las herramientas
estadisticas para evaluar y comparar las preferencias de género en la
produccién de energia, mediante el pedaleo de bicicleta con dinamo, con
el fin de determinar las diferencias y los factores que influyen en estas
preferencias.

Se utilizardn métodos estadisticos para examinar los datos recopilados
sobre las preferencias de obtencién de energia y variables relacionadas.
Considerando la edad, experiencia con bicicleta y conciencia ambiental,
como posibles factores de influencia.

Para realizar las pruebas de rodamiento-energia, se cuenta con una
bicicleta convencional a la que se ha instalado un dinamo en una de las
llantas que, al momento de girar, genera corriente directa que se almacenard
en una bateria, se pretende realizar las pruebas auxiliados con un prototipo

1 Universidad SABES, plantel Celaya; https://orcid.org/0000-0001-8924-0729.
Contacto: norma.arriagav@sabes.edu.mx.

2 La presente investigacin se deriv6 de prototipo para usar estdtica una bicicleta convencional
realizado con innovacién frugal en la materia de Investigacién en Ciencia y Tecnologia
impartida a alumnos de la carrera de Ingenierfa Industrial de segundo cuatrimestre
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que permite colocar en forma estdtica la bicicleta. Este prototipo estd

Exactasy Naturales

realizado en madera, consta de una base con barras paralelas de 40 cm
con dos soportes paralelos de 20 cm, con ranuras curvas y un balero de
rodamiento blanco de pléstico con ranura en U, que soporta una carga
de 99,246 kilogramos. Las pruebas se realizardn en el centro universitario
SABES, plantel Celaya, con alumnos de género femenino y masculino de
diferente edad, altura y complexién; seleccionados aleatoriamente.

Los resultados que se obtengan permitirdin comprender mejor las
preferencias de género en relacién con la produccién de energia y
proporcionardn informacién valiosa para promover préicticas sostenibles
y amigables con el medio ambiente e identificar posibles dreas de enfoque
para futuras iniciativas en la generacién de energia.

Palabras clave: género, energia sustentable, estadistica.
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Abstract

This research aims to identify the statistical tools to evaluate and
compare gender preferences in energy production by pedaling a bicycle
with a dynamo; in order to determine the differences and factors that
influence these preferences.

A Statistical methods will be used to examine the data collected on
energy procurement preferences and related variables. Considering age,
experience with a bicycle and environmental awareness; as possible
influencing factors.

To carry out the bearing-energy tests, there is a conventional bicycle to
which a dynamo has been installed in one of the tires that, when turning,
generates direct current that will be stored in a battery, the tests are intended
to be carried out aided with a prototype that allows the bicycle to be placed
statically. This prototype is made of wood, it consists of a base with 40 cm
parallel bars with two 20 cm parallel supports with curved grooves and a
white plastic ball bearing with a U groove that supports a load of 99,246
kilograms. The tests will be carried out at the SABES Celaya campus with
female and male students of different ages, heights and builds; randomly
selected.

The results obtained will allow a better understanding of gender
preferences in relation to energy production and will provide valuable
information to promote sustainable and environmentally friendly practices
and identify possible focus areas for future initiatives in energy generation.

Keywords: gender, sustainable energy, statistics.
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I. INTRODUCCION

Exactasy Naturales

Los teléfonos celulares son una herramienta de comunicacién y consulta
de contenidos, indispensable para mds de 77 millones de mexicanos [1]
pero también, representantes en el Foro del Dia Mundial de la Eficiencia
Energética afirmaron que los celulares son un elemento importante de
consumo de electricidad en nuestros hogares y oficinas.

La bateria de un teléfono mévil necesita una potencia media de 5 watts
(0,005 kW) y suele cargarse entre una y dos horas. Una carga completa
requerird de 0,0095 kWh. Si planteamos que un usuario lo carga al
menos una vez por dia, el consumo de electricidad alcanzaria los 3,46
kWh, sin dejar el cargador conectado mds tiempo del necesario [2], son
427.670.000 kWh de consumo al dia; ya que el total de conexiones de
teléfonos moviles celulares en México asciende a 123.500.000 [3], pais
donde 8 de cada 10 personas usamos celular. Estas cifras son preocupantes,
y son sélo del consumo de energia en celulares, sin considerar el consumo
por computadora y demds aparatos electrodomésticos.

Como antecedente del tema, los autores Salazar, Arroyave y DPérez
[4], en su clasificacién Generacién Eléctrica por Rotacién, incluyen la
propulsién humana, en la cual las bicicletas estdticas con el dinamo forman
parte del semillero de la tecnologia mecdnica como fuente potencial de
electricidad, donde la relacién transmisién adecuada (capacidad humana)
y los diferentes mecanismos electromagnéticos permiten generar buen
amperaje a revoluciones por minuto moderadas de 8 VCD (Voltaje de
Corriente Directa, que se refiere a fuente de poder a un circuito eléctrico
que convierte la electricidad de un voltaje de corriente alterna a un voltaje de
corriente directa). Por lo anterior, las bicicletas estdticas pueden convertirse
en fuentes energéticas, que promueven ademds la salud cardiovascular de
las familias.

Objetivo General. Identificar las herramientas estadisticas para evaluary
comparar las preferencias de género en la produccién de energfa, mediante
el pedaleo de bicicleta con dinamo, con el fin de determinar las diferencias
y los factores que influyen en estas preferencias.
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Objetivo Especifico. Realizar el planteamiento matemdtico para

analizar la influencia de variables en las preferencias de género para obtener
energfa, a través del pedaleo de bicicleta con dinamo.

Justificacién

a. Utilizar prototipo que permite usar de forma estdtica una bicicleta
convencional, mismoqueseelaboréconmentefacturaeinnovaciénfrugal.

b. Favorecer a la sustentabilidad, generando energfa a través de un dinamo
instalado en una bicicleta.

c. Aplicar las matemdticas mediante un muestreo estadistico.

II. DESARROLLO DEL DOCUMENTO

El promedio de pedaleo, por hora, de los hombres en una bicicleta
convencional puede variar dependiendo de varios factores, como: la
condicién fisica, resistencia, velocidad y experiencia en ciclismo. En general,
un ciclista promedio puede mantener un ritmo de pedaleo constante entre
60 y 90 revoluciones por minuto (RPM). Esto significa que, en una hora,
un hombre podria pedalear alrededor de 3.600 a 5.400 veces, considerando
un ritmo constante. Las mujeres pueden mantener un ritmo de pedaleo
similar al de los hombres. Estos nimeros son aproximados y pueden variar
de persona a persona, dejando de lado los gustos y preferencias de cada
ciclista.

Se entiende por cadencia media, la que se obtiene al final de cada
recorrido, teniendo en cuenta todas las pedaladas por minuto que se han

dado.

Los dinamos son dispositivos electromagnéticos que convierten la
energia mecdnica en energia eléctrica. Funcionan segtn el principio de
la induccién electromagnética descubierto por Michael Faraday en 1831
[5]. Es importante destacar que generan corriente eléctrica de tipo alterna
(AC), que generalmente se cambia a corriente continua (DC) mediante un
rectificador para su uso prictico en dispositivos electrénicos.
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Un dinamo instalado en una bicicleta para generar energfa con el pedaleo

se llama generador de buje. Consiste en un pequefio generador eléctrico
ubicado en el buje de la rueda de la bicicleta. Al pedalear, el movimiento
de las ruedas hace girar el generador, lo cual produce corriente eléctrica que
puede ser utilizada para alimentar luces delanteras o traseras de la bicicleta
y almacenar energia en una baterfa con puerto USB para cargar el celular;
asi pues, los generadores de buje son una forma prictica y sostenible de
aprovechar la energia del pedaleo y proporcionar iluminacién o energia
adicional durante el ciclismo.

La cantidad de energfa eléctrica generada por un ciclista en una hora,
utilizando un dinamo en una bicicleta, puede variar segiin diferentes
factores, como la velocidad promedio, la resistencia del generador y la
eficiencia del sistema en general. Se estima que un ciclista promedio puede
generar entre 5 y 6 Watts por hora de potencia. Sin embargo, la potencia
real generada puede ser menor, debido a las pérdidas de eficiencia en el
sistema, como la friccién mecdnica y la conversién de corriente alterna a
corriente continua. Esta cantidad de energfa podria utilizarse para alimentar
luces de bicicleta, cargar dispositivos electrénicos pequefios o almacenarse
en bateria para su uso posterior.

La probabilidad

Se puede aplicar para estimar la cantidad de energia generada, en funcién
de la probabilidad de que el hombre mantenga una determinada fuerza y
velocidad durante el tiempo en que pedalea. Sin embargo, no es el enfoque
mds adecuado para calcular la energfa real generada, sino mds bien para
predecir o estimar rangos probables. Ayuda al cdlculo de estas estimaciones
el prototipo que permite usar de forma estdtica la bicicleta convencional,
en un espacio abierto con sombra, en las instalaciones de nuestro centro
universitario, y con ello minimizar efectos de factores de terreno, clima o
trafico.

Para estimar la energia generada, es necesario conocer la eficiencia del
dinamo, la cual indica qué proporcién de la energia mecdnica del pedaleo

Universidad [,
CATOLICA (¢

rﬁ 1 ﬁ UNIVERSIDAT
J 4 V4L NACIONAL

Universidad Trenedbghca DE COLOMBIA
e Pereina o

109



Encuentro Internacional sobre

la Enseranza de Ciencias
Exactasy Naturales

O VI

se convierte en energia eléctrica. Esta eficiencia puede variar, dependiendo

del tipo y la calidad del dinamo. Sélo hemos localizado dinamos de pléstico,
preferimos metalico por ser una pieza mds robusta y de mayor duracién.

La estadistica

Para determinar si las mujeres o los hombres prefieren obtener este tipo
de energfa a través de pedalear una bicicleta con un dinamo instalado, se
pueden utilizar métodos estadisticos para recopilar y analizar datos.

Un enfoque comtn serfa realizar una encuesta para recopilar la opinién y
evaluar la preferencia de una muestra representativa de mujeres y hombres.
Una vez que se hayan recopilado los datos, lo siguiente es aplicar técnicas
estadisticas para analizarlos, como:

1. Andlisis descriptivo: para obtener estadisticas resumidas, como el
porcentaje de mujeres y hombres que prefieren esta forma de generacion
de energia, asi como medidas de tendencia central (para determinar el
promedio de la generacién de energia de ambos géneros) y dispersiéon
(para analizar si el factor género afecta la produccién de energia).

2. Prueba de hipdtesis: como la prueba estadistica de chi-cuadrada o la
prueba tde Student, para determinar si existe una diferencia significativa
en las preferencias entre mujeres y hombres.

3. Andlisis de regresién: para determinar si el género es un predictor
significativo.

La estadistica inferencial

Se refiere al proceso de sacar conclusiones o generalizar los resultados
de una muestra a una poblacién mds amplia [6]. Si la muestra utilizada en
el estudio es representativa de la poblacién de interés, se pueden realizar
inferencias vdlidas y obtener conclusiones sobre las diferencias o similitudes
en las preferencias entre mujeres y hombres, en relacién con esta forma de
generacion de energfa.
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Hipatesis

Hipétesis nula (HO): no hay diferencia en las preferencias entre mujeres
y hombres para obtener energia mediante pedalear una bicicleta con un
dinamo instalado.

Hipétesis alternativa (H1): existe una diferencia en las preferencias entre
mujeres y hombres para obtener energfa, mediante pedalear una bicicleta
con un dinamo instalado.

Las herramientas estadisticas que se pueden utilizar para contrastar la
hipétesis, enelcontextodelapreferenciaentremujeresyhombres paraobtener
energia a través de pedalear una bicicleta con un dinamo instalado, son:

1. Pruebade chi-cuadrada: esta prueba se utiliza para analizar la asociacién
entre dos variables categéricas, como el género y la preferencia de
obtencién de energia. Permite determinar si hay unarelacién significativa
entrelasvariablesosilaasociacién essimplementeel resultado del azar [7].

2. Prueba t de Student: esta prueba se utiliza para comparar las medias
de dos grupos diferentes [8], en este caso, las medias de preferencia de
obtencién de energia entre mujeres y hombres. Permite determinar si
hay una diferencia significativa entre los dos grupos.

3. Anilisis de regresién: esta técnica permite evaluar la relacién entre una
variable dependiente categérica (preferencia de obtencién de energia) y
una o mds variables independientes (como el género y otras variables de
control). El andlisis de regresién ayuda a determinar si el género tiene un
efecto significativo en la preferencia, teniendo en cuenta otros factores.

Variables de estudio
En el contexto de la preferencia entre mujeres y hombres para obtener
energia a través de pedalear una bicicleta, con un dinamo instalado para

generar y almacenar energia, las variables de estudio y sus dimensiones son:

1. Variable independiente: género.
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- Dimensiones: mujeres y hombres.
- Variable de control: edad.
- Dimensiones: sin experiencia, principiante, intermedio, avanzado.

2. Variable dependiente: preferencia de obtencién de energia.
- Variable de control: conciencia ambiental.
- Dimensiones: baja, moderada, alta.

La cantidad de energfa requerida para cargar un celular puede variar,
dependiendo del modelo y la capacidad de la bateria del celular, asi como de
la eficiencia del sistema de carga utilizado. Sin embargo, como estimacién
aproximada, considerando un celular promedio y un sistema de carga
eficiente, necesitan de un promedio de 5 a 10 vatios-hora (V), entre 1y
2,1 Amperes de intensidad de corriente eléctrica, donde el tiempo de carga
depende del tiempo de pedaleo estimado para cargar completamente un
celular.

En términos de pedaleo en una bicicleta con dinamo, la generacién de
energia estd relacionada con la cantidad de trabajo realizado y la eficiencia
de la conversién de energia mecdnica a energia eléctrica. Se reitera que
se estima que un ciclista promedio puede generar entre 5 y 6 Watts de
potencia sostenida durante una hora de pedaleo constante.

Si asumimos una eficiencia de conversién del 50% (lo cual puede
variar dependiendo del sistema utilizado), significa que, durante una hora
de pedaleo constante, se generarfan aproximadamente 2,5 a 3 watts de
energfa. Esto seria suficiente para cargar un celular promedio.

La cantidad de energfa generada al pedalear una bicicleta con dinamo
por una mujer puede ser similar a la generada por un hombre, ya que la
capacidad fisica para producir trabajo (movimiento) no estd directamente
relacionada con el género. Sin embargo, la cantidad exacta de energia
generada dependerd de la capacidad fisica y el nivel de esfuerzo de la mujer
en particular.
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Estos cdlculos no consideran posibles pérdidas de energia en el proceso

de carga y conversién, cuando se depende mucho del dinamo.

Para minimizar obstdculos como distancia y costo de traslado a una
ciclo-pista, el trifico u otros aspectos que impidan pedalear de manera
constante, ademds de lluvia u otro de clima que impidan salir y usar la
bicicleta, o que por espacio y costo no se pueda tener una bicicleta fija
(estdtica) en casa, en la materia Innovacién en Ciencia y Tecnologia se
aplicé la mentefactura y la innovacién frugal para crear el prototipo que se
utilizard para usar en forma estdtica una bicicleta convencional, el cual se
muestra en la Figura 1.

B

Fig. 1. Prototipo para usar de forma estdtica una bicicleta convencional
Fuente: Arriaga, N. (2023).
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Fig. 2. Alumno rodando la bicicleta, probando el prototipo
Fuente: Arriaga, N. (2023).

Es importante definir las dimensiones de manera clara y coherente para
asegurar la consistencia y la interpretacién adecuada de los resultados.

III. CONCLUSIONES

La aplicacién de las matemdticas, en especial la estadistica, para la
realizacién de esta investigacién permitird un procedimiento sistemdtico,
controlado y critico-reflexivo en nuestra busqueda de hechos. Toda accién
sustentable beneficia a nuestro planeta y la calidad de vida de las personas,
matemadticamente es una suma que contribuye a los Objetivos de Desarrollo
Sustentable (ODS) y, mds importante y trascendental, es hacerlo de la
mano de alumnos, quienes son futuros profesionistas y protagonistas de
cambios en su entorno de desarrollo mds préximo.
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Resumen

En el presente trabajo, se aborda la ley de la dindmica en su version fraccionaria. Posteriormente, se emprende la
busqueda de las ecuaciones del movimiento para el caso de aceleracion uniforme en su formulacion fraccionaria. Esto se
logra mediante la aplicacién de conceptos del analisis fraccionario y una definicion mas amplia de la transformada de
Laplace.

Palabras clave: derivada e integral fraccionaria, transformada de Laplace, ley de la dinamica.
Abstract

In the present work, the law of dynamics is addressed in its fractional version. Subsequently, the search for the equations
of motion for the case of uniform acceleration in its fractional formulation is undertaken. This is achieved by applying
concepts from fractional analysis and a broader definition of the Laplace transform.

Keywords: derivative and fractional integral, Laplace transform, law of dynamics.
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I. INTRODUCCION

El calculo fraccionario, también
conocido como calculo de orden
fraccional,  constituye una rama

fundamental en el ambito del andlisis
matematico. Su enfoque se centra en el
estudio de cuestiones asociadas a
derivadas, integrales y ecuaciones
diferenciales que involucran érdenes no
enteros. En los ultimos afios, esta
disciplina ha ganado creciente relevancia
debido a su versatilidad y aplicacion en
diversos contextos de investigacion.

La historia de las matematicas resguarda
pocos eventos cuyos origenes sean tan
precisos como el del célculo
fraccionario, o mas adecuadamente
llamado calculo generalizado. Sus raices
se remontan a una carta fechada el 30 de
septiembre de 1695, en la cual W.
Leibniz y G. de  L’Hopital
intercambiaron ideas sobre el significado

. 1

de la derivada de orden —- . Desde
aquella época, hasta nuestros dias,
renombrados matematicos han
contribuido significativamente a su

desarrollo y formalizacion. Entre los
estudiosos contemporaneos sobresalen
figuras como Baleanu y su equipo,
mencionados en [1], asi como Diethelm
[2], Liy Zeng [3], entre otros.

El calculo de orden fraccionario se
revela intrincado desde una perspectiva
matematica, generando en la actualidad
un gran interés tanto en su analisis
tedrico como en su resolucién numérica.
Esta atencion se debe en parte a su
demostrada relevancia e importancia en
el ambito de las ciencias e ingenieria. Un
ejemplar estudio sobre su formulacion,
aplicacion y uso en diversas disciplinas
del saber ha sido llevado a cabo por
Tenorio [4].
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En el dominio de la fisica, Ia
comprension de las leyes de la dindmica
reviste una importancia vital. Estas leyes
proporcionan informacion esencial sobre
las  ecuaciones del movimiento,
permitiendo la determinacién de la
posicion y velocidad de una particula en
un instante dado. El objetivo primordial
de esta investigacion es formular la
ecuacion diferencial asociada a la
segunda ley de Newton para ordenes
arbitrarias a, y emplear los operadores
integro-diferenciales con el propdsito de
proporcionar  soluciones a  estas
ecuaciones y mostrar la gran utilidad del
analisis fraccionario en la modelizacion
de problemas de distantes areas de la
ciencia, &n particular, en la fisica.

II. Operadores Fraccionarios de
Riemann-Liouville y Caputo

1.1. Integral de Riemann-Liouville

Definicién 1. Sean f€ L'[ab] y a€C
tal que Re (o) > 0. Laintegral de
Riemann-Liouville de orden a de la funcion

/. denotadas por, T2, |[f(t)] se definen
como: ’

o [ LY. 1 ) f(b)

e Lf)] = I'(a) l o) ds, t>a 2)

denominada integral izquierda.

El fisico matematico italiano Michele
Caputo introdujo una innovadora definicion
de la derivada de orden fraccionario, que
ofrecia una interpretacién fisica para las
condiciones iniciales en los cada vez mas
frecuentes problemas aplicados  bajo
estudio. La definicion de Derivada
Fraccionaria de Caputo simplifica Ia
complejidad interpretativa asociada con la
Derivada de Riemann-Liouville. Esto se
debe a que las condiciones iniciales
requeridas por la definicion de Caputo son
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de orden entero, lo que conecta
directamente con el desarrollo formal
histérico.

En la obra de Kilbas y Srivastava [5], se
profundiza en las interpretaciones de las
derivadas fraccionarias.

1.2.  Derivada de Caputo

Definicion 2. Sea f€ AC[a,b], a € C tal
que Re(a) > 0, la derivada de Caputo se
define como:

f"(s)
ogy f(@)] = T(n — 0)/ s —ds, t>a

donde f"(s) denota la n— ésima derivada
ordinaria de f .

Partiendo de la definicion de derivada
fraccionaria de Caputo establecida en (2), se
tiene:

- . 1 t —C'i u]’
D+ [('r_r"JJ]: Tin—a) {t — s)ati=n

_a;-[rf—]}-._.-t_:;—:r-!—]]f (s—a)""
- I'n—a) (t — sjati-—n =

Considerando el cambio de variable u=s— a
y agrupando de manera idonea obtenemos:

P | J—
Dl —ay = 2 ont Uy e e (1-= ) .
Tin—a) ks \f-a

Ahora, consideremos el cambio de variable
v= 7% y ordenando obtenemos:

n-in—1 | Lo
ooy T — a)] = "—“’”"" —a)" f (1 — )Ly,
!

Tin—a

Noétese que la altima integral corresponde a
B(y—n+1,n—a) denominada funciéon Beta de
Euler que puede ser escrita como:

B(Tf n 4 l,'l‘l Uﬁ) — 'yp—n+1I'(n—a

C{p—a+1)
luego:

gelp=1...c(p=n+1)- I[u—r.l+|,u

D (i 1 =
wee [(E—a)] l—lif a+1)

Por lo tanto:
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Llegando a lo que se queria demostrar (2.1).

Denotemos 7 %¢) a la funcion definida

como:
o -1

T(t) = m t>0 3)

Se procede a hallar la Transformada de
Laplace de (3) haciendo el cambio de
variable v = st

L[T(t)] = —;M) fo u® te Y du

a—o
&

- i"(a) L)

1
ga+1’

luego:

CIT™(e) = = @)

Proposicion 1. Sean a € C tal que Re(a)>0
vy f€ L'ab) tales que existen Ty. [f(1)], Dy ,[f(t)]

Y Dg; f(t)]
Entonces:
g 5
0 EECRY

s(k

n—1

L[Dg L ®)]] = 5°F(s) = 3521 5 0(0)
k=0

donde F{(s) es la transformada de Laplace de
AH). Las expresiones anteriores son
equivalentes a la version clasica de
Transformada de Laplace de la integral y la
derivada. La expresion (5) es |la
Transformada de Laplace de la integral
Fraccionaria de Riemann-Liouville 'y
Transformada de Laplace de la Derivada
Fraccionaria de Caputo, respectivamente.
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Proposicion 2. Sean f€ L'(a,b) y o ER"
Sia<p Sean mn €N, m—1<a<m
n—1<p <n. Siexisten

DRIFO), (Day oDl ) [£(0)

,entonces.
(g (D2, ) [£(®) = DEE15 (1),

Demostracion 1.

A partir de las definiciones (1) y (2) se tiene

que:
[ {ﬂJ(t]]

Luego es posible establecer:

(D5, )] =Tz [PEE (@)

D [F (@) = By

0+,

D+ ¢
Es claro que la integral fraccionaria de
Riemann-Liouville se puede expresar como
la convolucion 7% (¢) * f(f), donde 7% (¢) es la
funcion definida en (3). Aplicando
Transformada de Laplace fraccionaria, el
resultado obtenido en (4) y considerando la
Transformada de la convolucidn se obtiene:

£ [og... [D3 0] = £ [Tz Dot )]
C[T‘ ‘wn"*"cmn]

-y 1 [ Z f4n—ie=1 ”'][tlj_

o k=0 -

n

— .».'"H"f"(.-cj - zl.»."“'“_k_' Jr\'JLI(U]

k=0

c[pgtair®)]

Aplicando la transformada inversa se tiene:

Dg. . [DG. ()] = DI (£ (t)

0+t

La segunda ley de Newton establece que la
variacion en el movimiento de un cuerpo es
proporcional a la fuerza neta aplicada sobre
el cuerpo y ocurre en el mismo sentido y
direccion de dicha fuerza.
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Dicho de otra manera,
dp

dt

la
la

También es posible expresar
segunda ley de Newton de
siguiente manera:

Q)

Expresemos la ecuacion (6) en el célculo
fraccionario, consideremos ademas la
derivada en el sentido de Caputo bajo
condiciones iniciales de posicion y
velocidad y tomemos la fuerza originada
por la accién del campo gravitatorio sobre la
masa de un cuerpo. Es decir:

mDZ, | [D;;_.J{:c(z))] = —mg.

Considerando la  proposicion (2) vy
simplificando:

D (X(t) =-g.
Aplicando la transformada de Laplace

fraccionaria en el sentido de Caputo y
evaluando las condiciones iniciales se llega:

X (s) - Y ookl M) = —F

q
k=0 -

s;’i-}—e.rX (3) o ‘,L,US_.-?-l-u—l o TUS,'?-I-L!—'Z — __-q:
s
simplificando se tiene:
- g |, Uy g
X(s) = < T2~ Fran
Aplicando la transformada inversa de

Laplace se tiene la solucion del problema.

g9 B+a
rig+a+ l)t )

X(t) = zo + vot —
Consideremos la propiedad 2.1 de la
proposicion (2) y aplicamos la derivada
fraccionaria de Caputo en (7) para obtener
la ecuacion que define la velocidad de una

A )
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particula en un
entonces:

Dpys 1(2(2))

instante de tiempo ¢,

tn

- q
_ fl' @
(2

o' TTB+D

-!l.u

®)

Las ecuaciones (7) y (8) corresponden a las
ecuaciones del movimiento uniformemente
acelerado en version fraccionaria.

A partir del resultado obtenido en (7) y (8)
se desprenden los siguientes casos que
estudiaremos posteriormente:

I. 0<a<l,p=1 Max(a)+p=2,

entonces:
T(f‘) =xp+ 'l'(]|f — ﬁr‘lﬂ"
Dg: o(2(t) = pry =gyt " — !

2. 0<apf<l, a=p  2Max(a)=2,
entonces:

(t) = xo + vot — mig“
Yo l—=a g ]
D+ (@(2)) = n2—@f Hu+Ut

Analicemos la eficacia del parametro «
mediante un ejemplo clasico de caida libre.
Se deja caer un cuerpo desde cierta altura, al
cabo de 10s el cuerpo toca el piso. Hallar las
velocidades que registra el cuerpo y las
alturas en que se encuentra a partir de las
Ecuaciones de Movimiento Fraccionarias,
considerando las condiciones establecidas
en los casos 1 y 2.

Como el cuerpo se deja caer y se contabiliza
su recorrido a partir del instante que
0 Vo= 0.

desciende, entonces x,=
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Tabla 1
Caso 1
a 0,2 0,4 0,6 08 | 099 | 1
tiempo (s) 10 10 10 10 10 10
velocidad 98 98 98 98 98 98
(m/s)
posicién 140, | 198, | 272, | 368 | 483, | 49
(m) 9 1 9 8 2 0

Fuente: elaboracion propia

Tabla 2

Caso 2
a 02 | 04 | 06 0,8 0,9 1
tiempo (s) 10 | 10 10 10 10 10
velocidad 16, |27, | 436 | 663 | 961 | 98
(m/s) 9 7
posicien (m) | 27, | 66, | 140, | 272, | 476, | 49

7 3 9 9 6 0

Fuente: elaboracion propia

A partir de las tablas que relacionan los
casos 1 y 2, es posible determinar que las
condiciones establecidas en el caso 2 no son
tan eficientes como las del caso 1, esto
debido a que a medida que « tiende a uno el
moédulo de la posicion y velocidad no
convergen rapidamente al valor real.

III. CONCLUSIONES
Se encontraron las ecuaciones del
movimiento fraccionarias, las cuales

satisfacen las ecuaciones clasicas cuando el
parametro se acerca a 1. No conviene
emplear las condiciones del caso 2 a la hora
de encontrar funciones que convergen a la
real, porque las aproximaciones de las
magnitudes fisicas no son apropiadas.

Los operadores integro-diferenciales
fraccionarios  proporcionan informacion
adicional y relevante en la modelizacion de
problemas de distantes areas de la ciencia.
Los resultados obtenidos inducen a suponer
que la derivada fraccionaria esté relacionada
con un tiempo propio que, bajo alguna
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transformacion, podria ser equivalente al
tiempo clasico.
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